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CAPITOLO I 


Dei metodi didattici. 


1. Metodi empirici e razionali. — 2. Concetto di metodo didat- 
tico. — 8. Ricerca di una metodica empirica. —*4. Scetti- 
cismo degli insegnanti medi verso la Pedagogia. — 5. Necessità 
di manuali pedagogici dell’insegnamento medio. — 6. Van- 
taggi dell'interesse pedagogico, — 7. Inconvenienti della man- 
canza di metodi: il verbalismo. 


1. Il pensiero umano, per l’opera oscura e dimenti- 
cata di mille e mille pensatori, tratto tratto rischia- 
rata dal lampo di un genio, è riuscito a tracciare a 
se stesso, attraverso il campo illimitato del eonoscibile, 
aleune grandi vie maestre, che, mentre rendono più 
breve e sicuro il cammino attraverso la regione esplo- 
rata, possono servire per estenderla ulteriormente. 

Quelle grandi vie sono i metodi scientifici, che la 
filosofia raccolse, e studia colla metodologia, e che le 
scienze applicano per l'ordinamento delle loro cogni- 
zioni, per la loro prova e per le nuove indagini. 

Ma anche le arti, per raggiungere i loro fini par- 
ticolari hanno i loro metodi; e fra esse la didattica 
intesa come arte dell'istruire, dovrebbe possedere i 
propri. E poichè le arti sono abilità pratiche, i loro 
metodi devono contenere norme di azione, semplici e 
ben determinate, cioè dirigere l'umana attività verso 
scopi ben definiti e particolareggiati. 

Stabilito il fine cui deve mirare un’arte, la ricerca 
dei suoi metodi potrà essere empirica o razionale. Sarà 
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empirica, quando essi vengano costituiti da regole se- 
parate, senz'aleun nesso fra loro, ricavate dall'esperienza, 
e giustificate solo dai loro eftetti. Sarà razionale, quando 
i precetti siano derivazioni di un sistema di conoscenze 
generali, ordinate secondo le leggi supreme del pen- 
siero; in altre parole, quando scaturiseano dagli am- 
maestramenti di una scienza. Quindi per studiare la 
ricerca dei metodi dell’arte d'insegnare, sarà necessario 
indagare prima, se esista una metodica empirica, poi 
se vi sia una scienza che abbia saputo, come disse il 
Rosmini, « illuminare e dirigere quell’arte ». Prove- 
remo che; nel nostro attuale insegnamento secondario, 
manca l’una e l'altra. 

2. — La parola metodo viene usata spesso, trattando 
di argomenti di scuola, per designare sia un ordina- 
mento spsciale delle teorie, sia qualche particolare pro- 
cedimento operativo o dimostrativo di esse. Così, per 
dare un esempio, fu oggetto di vivace polemica fra i 
matematici la questione del metodo della fusione della 
gsometria piana e della stereometria. Ma questi metodi, 
| vertendo sempre sul substrato scientifico, ed influendo 
sulla compilazione dei testi e dei programmi, hanno 
un'importanza didattica indiretta, e il loro studio spettà 
piuttosto alla critica della scienza. Anzi questa indeter- 
minatezza del concetto di metodo, disperdendo i con- 
tributi di natura propriamente didattica in altri campi 
donde è difficile raccoglierli, perchè confusi eon argo- 
menti critici, o tra questioni sugli ordinamenti scola- 
tici, nuoce alla formazione di una metodica semplice, 
destinata a guidare i primi passi di chi s'avvia nella 
difficile carriera dell'insegnamento. 

Per questa guida dell'insegnante novizio, non 0C- 
corrono discussioni scientifiche sugli argomenti della sua 
materia, né sulla loro scelta ; ciò spetta alle scuole uni- 
versitarie di magistero, e deve servire per adottare, 0 
compilare il libro di testo; ma occorrono consigli tec- 
nici sul modo come si dovranno insegnare le parti fon- 
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damentali e i punti più diffieili, che sono gli stessi in 
tutti i testi. ' 

I metoii didattici. devono astrarre dai pregi filoso- 
fici della trattazione, essi devono considerarla nella sua 
veste tradizionalmente e generalmente accettata, senza 
discuterla; debbono solo esporre i mezzi più opportuni 
per imprimere rapidamente e stabilmente quella trat- 
tazione nelle menti meno disposte ad accoglierla (i gio- 
vani intelligenti sono rari e spesso autodidatti, per essi 


le minuzie della didattica sono inutili). L'importanza di. 


questi metodi sì riflette esclusivamente sull’efficacia 
dell'esposizione orale; poichè mentre in un testo, anché 
redatto con buoni eriteri didattici, certe esigenze seien- 
tifiche non si possono traseurare, nella prima presen- 
tazione orale: possono predominare certe esigenze 
psicologiche, che inducano l'insegnante ad omettere, 
ripetere, variare qualche dettaglio della trattazione. Ot- 
tenuto l’intento didattico con questi mezzi, l'inseguante 
potrà poi nella ripetizione ricostituire il soggetto trat- 
into in, quell'insieme logico od estetico, che è richiesto 
dal carattere speciale della sua disciplina. 

I metodi didattici hanno dunque carattere partico- 
lare; talvolta potranno valere anche per certe classi 
di questioni analoghe, e talvolta essere propri di una 
sola e determinata questione; inoltre, per la medesima 
questione, essi saranno relativi all'età, al numero, alla 
qualità degli alunni, e al fine dell’insegnamento. Essi 
non sono sempre necessari, poiche, in certi casi, di 
fronte a giovani molto intelligenti, il loro uso potrebbe 
assumere carattere di pedanteria inutile, e produrre un 
effetto contrario a quello che essi si propongono. 

Noi intendiamo per metodica didattica, una raceolta di 
metodi didattici, riserbando alla metodologia il noto si- 
gnificato che ha in filosofia. 

3. — Affinchè una metodica possa avere un'utilità 
pratica, cioè giovare realmente alla formazione didat- 
tica dei giovani insegnanti, è necessario che essa non si 
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arresti a norme generali, ma scenda a dettagli ed esempi 
particolareggiati. 

Così, ad esempio, i noti prineipi dello Spencer, di 
guidare lo spirito dal semplice al composto, dall’inde- 
finito al definito, dal concreto all'astratto, sono troppo 
larghi, per non lasciare ancora tutta la possibilità di 
errore nella loro applicazione ai casi particolari. 

Evidentemente il tirocinio compiuto sotto la guida 
di un maestro provetto sarebbe più efficace di qua- 
lunque metodica; ma poichè finora non fu possibile 
applicarlo agli insegnanti medi, non resterebbe altro 
mezzo che di avvicinare, per quanto è possibile, la de- 
serizione seritta a quell'azione di cui manca l'esempio. 

I nostri giovani insegnanti escono dalle università, for- 
niti di un'ottima culturascientifica e letteraria, che essi de- 
vono ancor rafforzare per superare i difficili concorsi 
che aprono l'accesso alle cattedre. Ma, appena entrati 
nell’esercizio delle loro funzioni, incontrano subito dif- 
ficoltà, che la loro preparazione accademiea non sempre 
riesce a superare. Dapprima è un sentimento indefinito 
di contrasto fra la loro mentalità elevata e quella ancor 
immatura degli alunni, poi un lavoro disordinato e 
personale di tentennamenti, di esperienze per soppri- 
mere quel contrasto. 

Soltanto a carriera avanzata, i più coscienziosi tra 
essi possono sperare di aver incontrato la via migliore 
per rendere efficace l’opera propria. 

Se questi ultimi, cioè i più valenti didatti, non 
avessero sdegnato, pel passato, di lasciare i modelli 
della loro opera, descrivendo gli espedienti usati in 
particolari circostanze, esponendo qualche lezione nei 
minimi dettagli, il modo di trattare e giudicare gli, 
alunni, avrebbero così spianata la via ai giovani, i 
quali potrebbero ora cominciare, dove quelli hanno 
finito. 

Purtroppo nulla di simile, per quanto sappiamo, venne 
fatto, almeno sistematicamente, I migliori docenti, forse 
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per seguire gli erronei criteri di merito usati nei con- 
corsi, preferirono lasciar l’orma del loro ingegno nel 
campo speculativo, e. legare il loro nome più alla scienza 
che alla scuola. 

Poichè quell’attività preziosa, che il docente spiega 
nel suo monotono lavoro quotidiano, per preparare alla 
patria le giovani intelligenze, sfugge all'esame dei po- 
teri superiori. Invece quelle energie, che egli esplica 
in ricerche scientifiche e raccoglie in pubblicazioni e 
riviste, non vengono considerate come un dispendio 
compiuto a scapito della sua produttività professionale, 
ma come una prova di questa! È non si osserva, 
che molti di quegli scritti, mirando a introdurre nel- 
l'insegnamento i perfezionamenti che la critica ha 
portato alla scienza, tendopo a rendere più difficile 
il compito didattico. Poicho quei perfezionamenti , 
essendo frutto di revisioni successive dei pensatori, 
fatte da questi in quella piena maturità della for- 
mazione intellettuale, che è tanto lontana dallo stato 
mentale dei giovanetti, divengono, per quelli meno in- 
telligenti tra essi, oggetto di,repulsione. Ed è a questi 
che la scuola e il maestro debbono aiuto: per gli alunni 
più svegliati le questioni didattiche hanno minore im- 
portanza, la scuola non è per essi che un regolatore e 
un incentivo dell'esercizio delle loro facoltà, 

Molti negano l'utilità di una metodica empirica, s0- 
stenendo che si nasce buon didatta, come si nasce 
buon pittore, scultore 0 musicista, cioè che l’arte del- 
l'insegnare sta in certe qualità interne del soggetto 
rlocente, le quali non si possono far germogliare, per 
via di precetti, in chi per natura non le ebbe. 

Evidentemente in ciò vi ha una parte di vero: il 
valore dell'insegnante dipende in parte dal grado di 
finitezza che egli esige nella particolare formazione 
psichica degli alunni affidatagli, dipende cioè da una 
causa Che risiede nel fondo della sua coscienza. Nessuna 
pressione esterna, né alcun miraggio di futuri benefizi, 
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può sostenere per anni ed anni l'oscuro zelo del lavo. 
ratore della scuola; per ciò occorrono fede e passione: 
fede nell'utilità mal riconosciuta dell'opera propria e 
passione per l’esercizio penoso della propria professione. 
Ma quello zelo non basta: si può lavorar molto e co- 
scienziosamente, ma con scarso rendimento. L'arte 
dlidattica non mira a migliorare la coscienza morale del- 
l'’educatore, il che deve essere un fine particolare e 
importantissimo della pedagogia, ma tende soltanto 
guidarne l'azione insegnativa, indipendentemente dai 
suoi moventi interiori, in modo da produrre un mas- 
simo di rendimento con un minimo di mezzi, Essa ha 
quindi un fine economico, rispetto alla formazione cul- 
turale. 

Pur ammettendo che questi mezzi economici siano 
spesso suggeriti naturalmente da una intuizione spe- 
ciale, la loro esplicazione e il loro uso cosciente non 
sarebbero anticipati e favoriti dalla conoscenza dell'ap- 
plicazione che ne fecero i maestri più lodati? E vero 
che le energie e le vocazioni non si creano ; ma esse 
possono restare a lungo sopite e latenti, finchè non 
vengano svegliate e rese consapevoli di sè, offrendo 
loro l'occasione di constatare Vaccordo degli impulsi 
interni coll’azione esperta ed autorevole degli altri. 

E per quelli, i quali, pur essendo sforniti di quelle 
dloti innate, sono empaci di una critica riflessa delle 
proprie azioni e scevri da ogni presunzione, che chiuda 
la via ai miglioramenti, l’aiuto dell’esperienza altrui 
accumulata non potrebbe giovare per la costituzione 
di una migliore direttiva didattica? Per dare un esempio, 
sanno i giovani insegnanti, che debuttano con larghe 
dissertazioni accademiche, soddisfatti dello sbalordimento 
ammirativo dei ragazzi, che l’esperienza conduce, a mano 
a mano che si aceumulano le delusioni del passato, a ri- 
durre sempre più la mole della materia, e trincerarsi 
nei pochi concetti fondamentali? 

Le stesse difficoltà, che si sollevano contro l'utilità 
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di norme scritte sull’arte dell’insegnare, si possono sol. 
levare per qualunque altra arte dalla più umile alla 
più nobile. Ciò non ‘toglie che esista e fiorisca tutta 
una vasta letteratura speciale destinata agli artisti e 
professionisti, e questa stessa diffusione di scritti di 
indole precettistica ne prova l'utilità. Certo una meto- 
dica non può sostituire l'iniziativa personale, come un 
codice di leggi non può contemplare tutti i casi pos- 
sibili; e il vantaggio, che potrà trarsi dallo studio di 
essa, rimarrà sempre relativo al potere critico e assi 
milatore del lettore. Ma, come uno squarcio letterario, 
che passa inosservato e sterile per un lettore superfi- 
ciale ed affrettato, può gettare invece, nell'animo di 
un altro, seme fecondo di intensa commozione e di 
nobili risoluzioni, così l'umile e freddo precetto, che 
l’ostinazione caparbia di un pedagogo indurito avrà di- 
spregiato, può offrire al giovane maestro la soluzione 
di un dubbio e il conforto di un consiglio. 

E qualora questi dissentisse totalmente dalle idee 
dell'autore, quando cioè gli paresse di possedere un 
metodo superiore a quello descritto, il lavoro critico 
che farà per trovar ragioni contro quest'ultimo, gli 
farà, inconsciamente, migliorare il proprio. Poichè nes- 
suno, che abbia senno, può pensare di possedere già 
il metodo perfetto, e, pur non essendo disposto ad ae- 
cogliere l'altrui parere, rifiutarsi a rivedere e perfe- 
zionare se stesso. La metodica degli altri avrà per lui 
solo un valore storico; e anche semplicemente sotto 
questo aspetto, entrando comunque nella vita del suo 
spirito, contribuirà al suo miglioramento. 

« Quello spirito educatore — come dice il (rentile 
« — risolvendo in sè quella metodica, creerà una sua 
« metodica nuova, che sarà quella propria dell’atto edu- 
« cativo, in cui vivrà » (1). 

E poi evidente che, data la grande varietà di 


(1) Cfr. G. GentiILE, Sommario di Pedagogia, Vol. I, p. 716, 
Laterza, 1918. 
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materie dell'insegnamento secondario , una metodica 
sistematica non potrebbe costituirsi che per ogni sin- 
gola materia, o, al più, per ogni gruppo di materie 
affini. Sarebbe difatti assurdo sottoporre, per esempio, 
un insegnante di lettere allo studio dei metodi per 
l'esposizione dei teoremi di matematica o per la pre- 
parazione degli esperimenti di fisica. Solo certe norme 
riuscirebbero utili a tutti, come quelle per ottenere la 
massima attenzione, regolando l'intonazione e il grado 
di forza della voce, e quelle relative alla disciplina in 
genere. 

Ed anche, limitandosi all una sola materia, tale me- 
todica non potrebbe costituirsi per opera di un solo 
insegnante, ma col concorso di tutti quelli, che seppero 
far della scuola, non un pulpito per sfoggiare il loro 
dottrinarismo scientifico, ma un campo di osservazioni 
destinate al miglioramento dell’opera propria. Ma non 
vorremmo che fosse poi imposta da regolamenti, pre- 
cludendo la via ad ulteriori perfezionamenti, e a quelle 
variazioni che potrebbero esser richieste dal mutamento 
dei tempi. Essa dovrebbe fornire solo una salvaguardia 
agli inesperti contro le principali difficoltà e i proba- 
bili errori del noviziato. 

« Les règles, diceva il Condillae, sont comme des 
« garde — fous mis sur les ponts, non pas pour faire 
« marcher les voyageurs, mais pour les empécher de 
« tomber ». 

Chi è pratico dell’insegnamento sa che nelle menti 
degli alunni esistono speciali tendenze erronee, e parti- 
colari resistenze le quali si presentano con tali caratteri 
di frequenza e di generalità, da costituire veri problemi 
psicologici. Segnalare intanto queste tendenze e queste 
resistenze, raccogliere le armi che contro di esse usa- 
rono ed usano i migliori maestri, insomma gettare le 
basi di una scienza di osservazione dei piccoli fatti della 
scuola secondaria, non potrebbe giovare a questa? 

Noi lo crediamo; e crediamo che la psicologia spe- 
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rimentale, sulla base di quei dati, elaborati coi suoi 
propri metodi e con opportuni esperimenti, potrebbe 
indurne le leggi, e venire in aiuto della pratica didattica. 

4, — Constatata la mancanza di una metodica em-, 
pirica, resta ad indagarsi se possa ritenersi esistente 
una metodica razionale italiana per l'insegnamento medio, 

Poichè esiste una scienza, la Pedagogia, che ha per 
oggetto l'educazione, da essa potrebbero aspettarsi quei 
metodi razionali per l'arte didattica, che noi cerchiamo. 
(Yiaechè, qualunque sia il fine ultimo che si voglia ri- 
conoscere all’educazione, sì deve considerare fra i suoi 
mezzi anche quell'istruzione che, per tante migliaia di 
giovinetti, si continua nella scuola secondaria. 

Ebbene, come si spiega il fatto che gli insegnanti 
di queste scuole, e sopratutto quelli di scienze, possano 
esimersi dallo studio di quella scienza, mentre tale 
studio è obbligatorio per i loro colleghi delle scuole 
elementari? 

È forse molto diverso l’istruire un fanciullo del Gin- 
nasio inferiore invece che un alunno delle classi supe- 
riori del corso elementare ? Non si vorrà certo far 
passare per corsi di pedagogia le scuole di magistero 
annesse alle facoltà universitarie, dove generalmente si 
fa un'esposizione critica delle materie e dei testi con 
intenti speculativi, cosa ben diversa dallo studio del 
meccanismo didattico, che è indipendente dal pregio 
scientifico del contenuto. 

« Tali scuole, osserva il Tauro, prive di un corso 
«annesso di tirocinio, che dovrebbe servire come cli- 
« nica, come campo di osservazioni e di esperimenti, 
«non possono studiare quei fatti particolari, che ser- 
« vono di base per le induzioni pedagogiche, e perciò 
« non esercitano che scarsa influenza sulla preparazione 
« didattica del futuro insegnante » (1). 


(1) Introduzione alla pedagogia generale, p. 104, 


, 
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Il fatto rilevato si spiega collo scetticismo della mag- 
gior parte degli insegnanti medi rispetto all’utilità della 
Pedagogia. Secondo noi, questo scetticismo dipende dal- 
l'idea un po’ vaga che tutti hanno dell’indeterminatezza 
e discordanza di certi suoi principi generali, congiunta 
all'ignoranza di certe sue utili norme particolari, che 
pel loro substrato etico non possono essere controverse, 
causata dalla mancanza di manuali che le elaborino, per 
le seuole secondarie (1). 

E difatti i principi generali sull'educazione si con- 
nettono ai grandi problemi filosofici e sociali, e perciò 
subiscono l'influenza mutevole delle fluttuazioni del pen- 
siero umano, relative ai tempi ed ai sistemi. Eviden- 
temente, se ammettiamo collo Spencer (2), che l’opi- 
nione pubblica debba attraversare le tre fasi: unanimità 
degli ignoranti, discordanza degli investigatori e una- 
nimità dei saggi, essa trovasi ancora nella seconda 
fase, per quanto riguarda i sistemi educativi. Ciò spiega 
una parte dello scetticismo suddetto degli insegnanti 
sulle conclusioni pedagogiche. 

D'altra parte la Pedagogia, dovendo studiare tutte 
le facoltà dell'organismo umano, ha bisogno dei eon- 
tributi di quelle scienze psicologiche e biologiche che 
hanno già raccolto dei materiali su di esso; e dovendo 
considerarlo nei suoi rapporti colla collettività, deve 
pure giovarsi dell’indagini delle scienze storiche e so- 
ciali. Ora una scienza, che abbraccia tanta parte dello 
scibile, non può essere adeguatamente compenetrata 
senza profondi e speciali studi. É quindi naturale che 
la maggioranza degli insegnanti, con tutto il rispetto 
che uomini colti devono a tutti i rami dell’operosità 
umana, non possano conoscere, una scienza così com- 
plessa, che molto superficialmente. Si pensi, in parti- 


(1) Cfr. Creparo, Introduzione alla Pedagogia di Herbart. 
(2) Educazione, p. 48. Traduz. Cussini; 8.* ediz., Trevisini, 
Milano. 
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colare, quanto riuscirebbe pencso per gli insegnanti di 
scienze uno studio pedagogico, che richiede vaste co- 
gnizioni storiche e filosofiche, e quindi trascende dai» 
loro abiti mentali, formati sulle scienze cosmologiche 
astratte e concrete 

5. — Questi inconvenienti, e con essi parte di quello 
scetticismo, cesserebbero, se esistessero (come in Ger- 
mania) certi manuali, che ammannissero, per così dire, 
le conclusioni meglio accertate della scienza pedago- 
gica, ad uso degli insegnanti delle scuole secondarie. 

Non sappiamo se da essi potrebbe risultarne una 
propria e vera metodica razionale per ciaseuna materia, 
nel senso da noi attribuito a questa parola. Ma a questa 
potrebbero arrivare gli insegnanti stessi specialisti, par- 
tendo da quelle conclusioni, ed aggiungendovi quelle 
conoscenze teeniche, che potrebbero mancare ai peda- 
gogisti. 

Però, anche se quei manuali si limitassero a pre- 
sentare agli occhi degl’insegnanti l'intera visione del 
complicato meceanismo, di cui essi sono i singoli con- 
gegni, rilevando i fini generali dell'educazione, e quelli 
particolari dell'istruzione secondaria, i rapporti fra le 
varie discipline, le leggi dello sviluppo fisio-psichico 
corrispondenti alle varie età, gli obblighi morali degli 
insegnanti, farebbero opera utilissima alla scuola. 

E forse non sarebbe inutile che si istituissero, al- 
meno nelle scuole secondarie inferiori, quelle ricerche 
scientifiche moderne, che non partono da premesse filo- 
sofiche, ma studiano il fatto educativo in sè, come l’in- 
sieme delle azioni dirette e premeditate dell’uomo 
adulto sull'uomo in formazione, e l'educando come or- 
ganismo biopsichico. Queste ricerche finora (per quanto 
ci è noto) furono limitate alla scuola primaria, ma po- 
trebbero giovare pure a quella secondaria. Poichè colle 
indagini suggerite dalla fisiologia e dalla psicologia spe- 
rimentali, è possibile valutare nell’alunno le sue diverse 
sensibilità specifiche, il diverso grado della sua per- 
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cettività, memoria, immaginazione, e quindi dedurre 
dai dati raccolti importanti norme per dirigerne l’edu- 
cazione in modo da assecondare lo sviluppo delle doti 
favorevoli e diminuire î danni di quelle sfavorevoli, e, 
in generale, per migliorare l’igiene scolastica. 

6. — Così, suscitando fra gli insegnanti medi l'in- 
teresse pedagogico, si potrebbero meglio cementare fra 
loro i singoli storzi dei colleghi di uno stesso istituto, 
temperando lo zelo eccessivo di. coloro che vogliono 
accaparrarsi tutta l'attività dell'alunno a scapito degli 
altri, e guidando l’azione dei più inesperti; avvicinan- 
dosi insomma a quell’organiea fusione dei collaboratori 
di una stessa opera, che è l'ideale di una buona scuola. 
Poichè, nel Liceo, le nostre materie ci separano; esse 
tendono, come si suol dire, a polarizzare è nostri assi 
mentali secondo direzioni divergenti; e per gettare un 
ponte tra queste, per creare un terreno speculativo, su 
cui tutti possiamo intenderci, nulla vi ha di meglio 
della Pedagogia, che è bensì filosofia per l’essenza e 
pei suoi fini più lontani, ma che, per le sue immediate 
applicazioni, deve considerarsi come la scienza dei fatti 
della scuola, 

7. — Ed ora constatata la mancanza di una meto- 
dica empirica o razionale, ne risulta la mancanza di 
ogni guida sieura, cui possano affidarsi i giovani in- 
segnanti, che restano quindi in balia del loro criterio 
individuale, che può fallire, e, quel che è peggio, della 
loro ambizione. Poichè avverrà sempre, che il nuovo 
maestro consideri la scuola come una sala di confe- 
renze, unicamente preoceupato di colpire gli alunni colla 
facilità del suo eloquio e eoll’abbondanza della sua eru- 
dizione. Soddisfatto dell’ammirazione dell'uditorio (ehe 
non può constatare la superficialità dell’impressione ri- 
cevuta da quella brillante esposizione), comincerà forse 
a sognare di emulare i celebri professori dell’Uni- 
versità. 

Se sa farsi temere, gli scolari gli ripeteranno tutto 
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quello che ha detto, poichè la memoria dei giovinetti 
è prodigiosa; ed egli sarà persuaso che abbiano appro- , 
fittato. Se poi avrà poche esigenze, diverrà presto 
popolare fra gli alunni; poichè (come osservò Léon 
Bourgeois nell'inchiesta francese sull’insegnamento se- 
condario) i mediocri e i peggiori, lasciati tranquilli, gliene 
saranno grati, mentre i migliori saranno fieri di un 
maestro, di cui parrà loro di condividere la fama. 

Così continuerà per anni ed anni, lasciando in tutti 
l'impressione della sua dottrina; e, se avrà ingegno, 
potrà, occupandosi di tutt'altro che delle sue lezioni, 
ottenere promozioni, fama e onori. 

Ma forse qualeuno dei suoi antichi alunni, fatto 
adulto, costretto da necessità della vita a ritornare su 
quelle lezioni, cercherà invano entro se stesso qualche 
avanzo di quel ricco patrimonio intellettuale, che gli 
balend un giorno davanti agli occhi. 

Allora egli si accorgerà di aver perduto tutto; e 
tornando ai vecchi testi e agli appunti sdrusciti, tro- 
verà nuovi i concetti, nuovo lo spirito del contenuto, 
non per averli dimenticati, ma perchè quei concetti e 
quello spirito non furono mai suoi, non entrarono mai 
nella sua mente, 

Solo vi passarono, in turbinosa danza, parole e 
parole. Verba, verba praetereaque nihil! 
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La funzione etica dell'insegnante. 


1. La crisi dei professori. — 2, Le condizioni morali. — 3. Azione 
educativa dell'esempio, — 4. I rigoristi, — 5. Funzione pe- 
dagogica dell'Ispettorato. > 


1. — Non sappiamo se la descrizione tipica dell’inse- 
enante medio italiano sia stata fatta finora, come è 
stata fatta quella del pedagogo dei bei tempi passati. 
Certo, se è da farsi ancora, non v'è tempo da perdere, 
poichè il professore laico sta per scomparire: la donna 
e il prete, che già ingombrano le nostre facoltà di 
lettere e di scienze, lo rimpiazzeranno fra pochi anni. 

In Francia pure, l’insegnamento « congreganista » 
muove baldanzosamente alla conquista della scuola media; 
l'inchiesta parlamentare, compiuta qualche anno fa, ha 
rilevato la terribile concorrenza delle scuole « libere » 
a quelle dello Stato, e, pare, anche la loro superiorità 
pedagogica (1). 

Lo spirito liberale dell’educazione latina è dunque 
minato nella base: non spetta all’indole strettamente 
didattica di questo lavoro studiarne le cause econo- 
miche e sociali. Ci occuperemo solo dei doveri dell’in- 
segnante, senza trattare dei suoi diritti,' benchè l'at- 
tuale « crisi professorale » dipenda più dalla scarsità 
di questi ultimi che dalla gravità dei primi. 


(1) Le Box, Psychologie de l'éducation, p. AI, 
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2. — Vita di alto sacerdozio civile, di penosi saeri- 
fizi, di aspro lavoro e di incerte soddisfazioni, è quella 
dell'inse&nante. 

Nella scuola, stretto dalla schiavità degli orari e dei 
programmi, colla mente sempre vigile per dettare la 
scienza e dominare gli spiriti irrequieti, che aspettano 
un suo sintomo di stanchezza, è obbligato ad uno stato 
di snervante tensione psichica. I suoi moti interni, le 
sue preoccupazioni famigliari, i suoi dolori, devono es- 
sere soffocati: come un artista sulla scena, deve celare 
le piaghe del suo animo ed apparire calmo, paziente 
e sereno, Chi non ha provato per anni ed anni il eon- 
traccolpo del cervello, che ad un certo punto aspetta 
il solito inevitabile errore dell'alunno, e, malgrado cento 
ammonimenti, se lo ritrova sempre dinnanzi, come una 
ossessione, uno scherno quasi della sua fatica, chi non 
ha sentito mille e mille volte quell’urto nervoso, senza 
lo sfogo di una reazione, non capirà mai quanto potere 
dl'inibizione, quale dominio di se stesso debba estrinse- 
care l'insegnante, Persino durante la muta vigilanza 
agli esperimenti scritti di scuola, il suo tacito passag- 
gio fra i banchi, che potrebbe sembrar riposo consi- 
mile a quello di un sorvegliante di lavoratori manuali, 
non consente tregua alla sua tensione nervosa, Un 
breve intervallo d’abbandono o di distrazione, che nella 
vigilanza tecnica causerebbe, al più, l'arresto del lavoro 
degli operai, nella scuola invece lascerebbe prorompere 
la vivacità compressa degli alunni, l'ordine e la disci- 
plina ne andrebbero sconvolti. 

Fuori della scuola, deve mantenere il decoro profes: 
sionale, nascondere le sue strettezze, evitare ogni di- 
strazione dispendiosa, consumarsi nella correzione dei 
compiti, e per ottenere qualche miglioramento coi si- 
stemi attuali « se bourrer, come dice il Le Bon, de 
science livresque et de diplomes ». 

« Gauche, un peu emprunté, d’aspect assez fruste » 
— così tratteggia l’autore medesimo l'insegnante fran- 


CAPITOLO II 


cese — «il ne se sent pas è l'aise dans ce qu'on ap. 
< pelle le monde et redoute de s'y montrer » (1). 

Altrettanto può dirsi dell’insegnante italiano, ancor 
peggio retribuito del suo collega franeese, Anzi nella nostra 
scuola classica, aristocratiea non solo pel suo fine cul. 
turale, ma anche per la posizione sociale della maggior 
parte dei suoi alunni, avviene talvolta che l’insegnante 
di umili natali possa trovarsi in un particolare disagio. 
E si verifica spesso che egli, nei rapporti colle famiglie 
che appartengono a classi più elevate di quella, onde 
egli sortì, risulti o troppo rude o troppo servile, in 
ambo i casi con menomazione del suo prestigio e del 
suo decoro, e con danno della sua azione educativa. 

La coscienza della propria cultura, e la facilità di 
espandere il proprio sapere per mezzo del libro creano 
nell'animo dell'insegnante una errata presunzione del 
proprio valore, il quale invece, nelle contingenze della 
vita e dell’azione, si dimostra spesso inferiore al senno 
pratico di persone incolte, formate dalla rude scuola 
della vita, e dal diretto contatto colle cose e cogli uo- 
mini. Troppo amante delle belle e difficili cose, che 
si studiano nella scuola, teme la vita, che ride in faccia 
a chi le ricorda (2). 

Anche l’Herbart rileva gli inconvenienti di una esa- 
gerata astrazione culturale: « la cultura infonde in chi 
la possiede un sentimento errato di superiorità sociale, 
non un concetto giusto della dignità umana, che è 
uguale ed è ugualmente da rispettare in ogni membro 
della società » (3). 

8. — La carriera dell’insegnamento richiede un pro- 
fondo sentimento di moralità ed una vera vocazione. 

« L’educatore — dice lo Herbart — deve pensare 


(1) Ls Bon, Op. cit., p. 180. 
(2) V. ZMustrazione Italiana, 1913, p. 578. 
(8) Creparo, La pedagogia di HrrparT, p. 166. 
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« che egli è per l'alunno un oggetto di esperienza im- 
« mediata, e che deve offrirgli un modello morale, che 
« gli resterà impresso tutta la vita ». 

E noi che, alla teoria del grande pedagogista tedesco 
sull'efficacia educativa delle idee pure, non erediamo, 
accettiamo invece in tutta la sua estensione, questo 
suo aforisma. Il fatto e l'esempio sono le sole fonti del- 
l'educazione morale; l’insegnamento etico deve essere 
sperimentale, 

Non sono le belle dissertazioni teoriche, non le com- 
memorazioni a data fissa delle solenni ricorrenze, nè 
le sentenze morali imposte all'alunno nei suoi temi di 
seuola, che formeranno in lui quei nobili sentimenti, 
che decanterà nei suoi compiti. Ma, se gli istinti suoi 
sono buoni, egli sentirà la nobiltà dell'animo del mae- 
stro, e tenderà a conformarvi la sua condotta presente, 
e, più tardi, tutta la vita; se gli istinti suoi sono per- 
versi, sotto il peso del disprezzo del maestro, imparerà 
a vergognarsene. Ed è tutto ciò che può ottenere l’a- 
zione della scuola: fomentare cioè, coll'esercizio pratico 
della virtù, lo sviluppo delle migliori tendenze, e schiae- 
ciare, col disprezzo, lo strisciar delle più basse. 

Sentano gli alunni, nella voce dell’insegnante, che 
svolge la storia dei grandi eroismi e degli alti saeri- 
fizi, pulsare l’affanno della commozione sincera; « dalla 
sua vita stessa ricevano vita e colore i personaggi 
assenti della storia e della poesia », come disse l’Her- 
bart. Purtroppo per legge umana ineluttabile, questo 
apostolato convinto trascende dalla virtù media degli 
educatori, e quindi i risultati pratici morali dell’edu- 
cazione pubblica, per effetto di suggestione dell'esempio 
del maestro, sono assai scarsi. Perciò l'Herbart asse- 
gnava all'istruzione stessa, sapientemente diretta, il 
compito della educazione etica. Partendo dalle premesse 
che l'imperativo morale debba presentarsi come neces- 
sità estetica, e che dall'accordo o dal conflitto delle 
l'appresentazioni possano sorgere giudizi estetici primi- 
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tivi, regolatori della coscienza, egli giungeva alla con- 
seguenza di esser possibile. par mezzo delle conoscenze 
istruttive, creare nell'animo dell'educando quei giudizi, 
e quindi un sistema organico morale di vita. 

Senza entrare in questa questione del valore edu- 
cativo dell'istruzione, la quale da un lato sì connette 
al complicato problema del libero arbitrio, dall'altro 
implica tutta la psicolozia dei sentimenti, osserviamo 
che l’importanza di essa, nella scuola secondaria, e so- 
pra tutto in quella di grado superiore, diminuisce assai, 
sia per l’età degli educandi, ormai giovani sviluppati, 
sia per la brevità e mutabilità dei contatti tra essi e 
gli educatori (1). Pretendere che un insegnante, con 
due o tre ore di insegnamento settimanale, possa, con 
opportune manipolazioni dell’ esposizione dottrinaria, 
influire direttamente, per via di suggestione sentimen- 
tale, sulla formazione etica di trenta o quaranta co- 
scienze, così diverse per istinti e condizioni di vita 
esterna, ci pare un’assurdità. Ed anche concedendo tale 
possibilità, si comprende che ben pochi insegnanti sa- 
prebbero e vorrebbero dedicarvisici, per ragioni umane 
ed interessate. Poichè tale formazione, a differenza di 
quella intellettuale, non potrebbe essere rivelata subito; 
essa dovrebbe solo gettara profonde radici nell'animo 
dell'educando, e divenire norma della sua condotta fu- 
tura, quando l’età e le responsabilità conferiranno un 
vero valore morale alle sue azioni. Sfuggendo essa 
ad ogni controllo presente , sia degli educandi sia 
degli educatori (a meno di appagarsi di ipocrite di- 
chiarazioni), si comprende che l’insegnante, il quale 
tende anzitutto a dare all’opera sua risultati tangibili 
ed attuali, non possa dedicarsi ad essa, strappando il 
tempo destinato all'istruzione puramente intellettuale. 


(1) Anche i sostenitori della modificabilità delle tendenze istin- 
{ive limitano il campo della educabilità in senso morale e disin- 
teressato alla scuola primaria (Ofr, BaratoNO, Discorsi su l'Edu- 
cazione, p. 43, Genova, 1914). 


LA FUNZIONE ETICA DELL'INSEGNANTE 19 


Abbandonando dunque l’assurda pretesa di trovare 
in ogni uomo di scuola nn modello di virtù, resta solo 
dovere di tutti i maestri il non discendere al disotto 
di quel livello di moralità, che è necessario per otte- 
nere il rispetto e la stima dei cittadini onesti. Così, 
se mancherà per quelli l'ammirazione dei discepoli, 
quando questi potranno giudicare dei loro maestri, ri- 
marrà almeno quel ricordo affettuoso, che ogni animo 
ben fatto conserva per un vecchio amico. 

« Se ogni incontro e contratto dell'uomo con l'uomo 
« è uma società e quindi un'amicizia ehe richiede mu- 
« tua fede e accordo di anime — serive il Gentile — 
< la consuetudine dell’educatore e dell'alunno è intrin- 
« sechezza spirituale, unità intima e amore » (1). 

E veri amici debbono essere per l’insegnante i suoi 
scolari, collaboratori dell’opera sua e testimoni delle 
sue fatiche, Il ricordo dei suoi anni migliori vissuti 
sui loro banchi, e lo spettacolo perennemente rinno- 
vantesi di quella balda gioventù, facile talora allo 
scherno, mà pur sempre pronta ai più nobili entu- 
siasmi, saranno per lui fonte di dolei commozioni. E 
ciò avrà i subi benefici effetti educativi; poichè la 
simpatia verso i giovani, che traspira dallo sguardo e 
lalla cortesia dei modi, la pazienza affettuosa di fronte 
agli errori comuni e alle distrazioni inevitabili, deste- 
ranno, nei cuori migliori, sentimenti corrispondenti. La 
natura morale dell'uomo fu giustamente assimilata ad 
una eorda armonica, che vibra per risuonanza, quando 
nelle sue vicinanze si produca un suono poco diverso 
ila quello che essa potrebbe spontaneamente generare, 
mentre resta sorda per gli altri. 

E sorda appunto resterà la simpatia dei giovani 
buoni per quei maestri, che li trattano in modo bur- 
bero e autoritario, e per quegli indegni educatori,'in 


(1) Grovanni GentILE, Sommario di Pedagogia, Vol. 1, p. 189. 
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verità oggidi assai rari, che palesemente favoriscono 
i figli di famiglie ricche o influenti, che sfacciatamente 
fanno commercio di lezioni private, e che maechiano 
il decoro professionale con basse passioni. 

4. — La simpatia, che germoglia silenziosa nel fondo 
dei cuori onesti, non è da confondersi però colla chias- 
sosa popolarità, frutto di larghe indulgenze nei giudizi 
e di cieca condiscendenza alle più irragionevoli pretese 
dei giovani, Questa è una illusione effimera e passeg- 
giera che gli alunni stessi per primi sfateranno, ap- 
pena ne avranno sfruttati i vantaggi. A questa malsana 
popolarità è da preferirsi la taccia di severità irridu- 
cibile ed inesorabile. Î 

Sotto il dolore di una bocciatura o d'una punizione 
recente, potrà l'animo del giovane atteggiarsi a ran- 
core, anche violento, ma il tempo e la ragione, se la 
pena fu meritata, cancelleranno ogni traccia di livore. 
La severità imparziale, agli occhi stessi degli alunni, 
non fu mai spregevole, purchè emerga, non da violenza 
astiosa e malevola, ma da un concetto intransigente 
dei doveri degli scolari e del compito della scuola, Chi 
vuole essere severo cogli altri, deve esserlo anzitutto 
con se stesso; solo una vita di rinunzie e di lavoro 
può giustificare una grande esigenza. Forse ciò non 
basterà per le masse schiamazzanti degli alunni mal- 
contenti, ma attraverso il fischio dei giovani ribelli, 
passerà diritta la stima verso la tempra rigida, verso 
l'uomo fatto di pezzo. E in un lontano giorno, in quelle 
coscienze adulte la figura dell'austero maestro ritor- 
nerà più nobile, più alta; perchè le fisure morali si 
apprezzano meglio da lontano che da vicino, quando 
riescono impercettibili le ombre gettate sul quadro 
dagli inevitabili serezi e dai piccoli dissensi quoti- 
diani. 

Tocca alla pedagogia far balenare a quell'edueatore 
troppo rigido quell'idea di amore universale, da cui 
scaturisce, come disse il Fouillèe, una delle più grandi 
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forze sociali, e mitigare quelle concezioni troppo astratte 
della vita, che egli si è formato, restando chiuso nel- 
l'ambito degli studi prediletti. 

5. — Ma, come abbiamo rilevato altrove, gli inse- 
gnanti sono molto scettici, rispetto ai risultati della 
pedagogia. Forse questo scetticismo potrebbe diminuire, 
quando la recente istituzione dell'Ispettorato, invece 
di essere unicamente rivolta ad una funzione inquisi— 
trice e giudicatrice, venisse indirizzata pure alla diflu- 
sione dei più sani criteri pedagogici, e dei più utili 
consigli didattiei. L'ispettorato dovrebbe funzionare, a 
nostro parere, come una cattedra ambulante di ma- 
gistero, almeno finchè la preparazione didattica degli 
insegnanti non potrà rilevarsi da un'istruzione e tiro- 
cinio adatti, compiuti prima della loro assunzione in 
servizio. Passando da una scuola all’altra, l'ispettore 
potrebbe raccogliere i buoni metodi dei maestri pro- 
vetti e trasportarli agli inesperti, attenuare le eeces- 
sive disparità fra i criteri di giudizio usati dalle Com- 
missioni di seuole di pari grado, poste in sedi diverse; 
diffondere anche con conferenze interne, i principi ge- 
nerali sull'istruzione e sui doveri degli insegnanti, es- 
sere insomma il maestro dei maestri (1). 

Quelle ispezioni brevi e improvvise, quei giudizi ba- 
sati sul caso di una lezione, che può riuscir perfetta 
per fortunate ed eccezionali condizioni, come può ri- 
sultare infelice per un indebolimento occasionale, ras- 
somigliano troppo ai metodi d'esame, per non incorrere 
negli stessi inconvenienti. Perciò si tentò talvolta di 


(1) A questo proposito riferiamo le seguenti parole del Sen." 
Luci MoranpI, nella Nuova Antologia del 16 febbraio 1913: 
« L'Ispettorato dovrebbe essere un benevolo divulgatore di tutte 
« le buone idee didattiche e pedagogiche, tra insegnanti e inse- 
« goanti; e ogni anno (insisto su questa proposta, perchè essen- 
« zialissima) dovrebbe pubblicare una relazione sull'opera propria 
«e sull'andamento delle scuole da comunicarsi al Parlamento 
« insieme al bilancio di previsione ». 
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evitare quest’alea, sostituendo l'ispettore all'insegnante, 
per esaminare gli alunni, eredendo così di poter valu- 
tare l'insieme dell'azione didattica nei suoi risultati 
pratici. Ma questo metodo altera intanto le condizioni 
normali dell'animo e della mente degli alunni e quindi 
le deduzioni basate su esso restano incerte; inoltre, 
contro i fini educativi della scuola, colpisce di sospetto 
il maestro, e lo sottopone ad una ingiusta umiliazione 
davanti ai suoi stessi scolari. D'altra parte le misure 
eccezionali sono destinate a restare sterili di effetti 
didattici. Con esse si sconvolge l'ordine di una scuola, 
e si turba l'animo degli insegnanti onesti; ma rara- 
mente si riesce a colpire i disonesti sempre abili nel 
salvarsi da cattive situazioni, e mai si riesce a correggerli. 

Certo la formazione di una buona tradizione dell'i- 
spettorato non sara facile, essa dovrà costituirsi insieme 
alla tradizione didattica, cioè conformarsi a metodi 
uniformi e conosciuti, che affidino gli insegnanti, pre- 
servandoli dall'attuale instabilità di eriteri di giudizio. 

Non basterà all’ispettore la cultura e la dottrina: 
ma dovranno trovarsi in lui quella larghezza di vedute, 
quella prontezza d’intuizione, quel senso di psicologia 
pratica, che soltanto una lunga esperienza e un'acuta 
osservazione della vita, possono formare. 

È quindi un'arte nuova, che dovrebbe sorgere dalla 
nuova istituzione, l'arte di perfezionare gli artefici 
stessi della cultura media nazionale (1). 


(1) Aggiungiamo le seguenti considerazioni, togliendole dal- 
l'articolo del MaronrsIni: « I? sopraccarico nelle scuole medie » 
(Rivista Pedagogica, 15 ottobre 1913, p. 086): « A modificare i 


‘metodi nelle scuole secondarie, e a sollevare in conseguenza lo 


spirito degli alunni di esse, acerescendo l'efficacia didattica ed 
educativa della scuola, crediamo possa contribuire non poco l’isti- 
tuto dell'Ispettorato, se, com'è sperabile, gli Ispettori non faranno 
soltanto opera di polizia, od esteriore, ma penetreranno negli 
animi dei maestri e degli scolari con quel fine senso pedagogico 
che solo può redimere l'anima della scuola, ridonandole calore 
e luce », 
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La lezione. 


La preparazione della lezione. — 2. La vigilanza della 
scuola — 8. La forma dell'esposizione — 4. Inconvenienti 
degli appunti — 5. La ripetizione immediata — 6. Neces- 
sità di combattere l'abuso della memoria. 


1. 


1. La lezione costituisee la più importante mani+ 
festazione dell'attività dell'insegnante; essa è il mezzo 
con cui egli trasfonde il sapere e forma le menti, 
quindi deve essere l'oggetto principale delle sue cure. 

Nelle scuole medie, la forma dell’insegnamento dovrà 
essere espositiva, e il modo essere simultaneo, cioè ri- 
volto all'intera scolaresca; soltanto la forma assumerà 
un carattere tanto più sintetico, quanto più elevata 
sarà la classe. 

La durata della lezione, per le necessità della scuola, 
deve dividersi normalmente in due periodi: il primo, 
destinato alle interrogazioni degli alunni, collo seopo 
di ottenere quegli elementi di giudizio, che occorrono 
per le classificazioni (di cui ci occuperemo dopo); il 
secondo destinato all’esposizione della materia, il che 
costituisce il vero oggetto della lezione, 

Anche questo periodo può dividersi in due parti, 
dlestinandone una alla prima esposizione, e l’altra alla 
sua immediata ripetizione. 

Affinchè la prima esposizione sia efficace, è neces- 
sario che l'insegnante sappia alla perfezione ciò che 
intende spiegare, ed abbia accuratamente disposto per 


bea 


24 CAPITOLO Ill 


il materiale descrittivo o sperimentale, il che esige una 
preparazione recente e speciale, 

Egli non deve ricorrere, per le materie scientifiche, 
nè a libri, nè a note, nè a commenti; poiché nulla è 
più pernicioso per la sua autorità di tale rieorso, che 
non può sfuggire all'occhio vigile degli alunni. 

Anzi si osserva che l'attenzione dei peggiori fra 
questi, normalmente distratta, si fa viva e indagatriee, 
appena qualche sintomo d'incertezza appare nell'espo- 
sizione, per dileguarsi poi, appena questa riprenda il 
suo regolare andamento. Nelle lezioni sperimentali, per 
esempio, una bottiglia che si spezza, un tappo che non 
esce, 0 qualsiasi incidente che disturbi l'esperimento, 
attrae subito la curiosità maligna dei negligenti, che 
prima sonnecchiavano, senza interessarsi menomamente 
& quello. Certo l'insegnante, quando debba citare nu- 
meri o date, che non può ricordare senza un inutile 
sforzo mnemonico, farà bene a dichiararlo apertamente, 
e a preparare quegli elementi seritti sulla lavagna. 

La quantità della materia da esporsi deve essere 
ben determinata in precedenza, e il suo contenuto coor- 
dinato a quello della lezione antecedente, in conformità 
del programma didattico, che costituisce, per così dire, 
il bilancio preventivo di tutta la gestione annuale sco- 
lastica. Così sarà possibile che il tempo totale dispo- 
nibile, dopo averne dedotto la parte destinata alla ri- 
petizione generale e alle prove trimestrali, e tutta la 
materia stabilita, siano uniformemente distribuiti nelle 
singole lezioni. 

< Poichè non basta, dice l'Herbart, che l'insegnante 
« conosca per filo e per segno e domini liberamente la 
« propria materia, ma è altresi necessario che egli, gui- 
« dato da un'idea esatta dei limiti e del fine del proprio 
« lavoro, sappia scegliere ed ordinare convenientemente 
« le cognizioni da impartire » (1). 


(1) CrepaRO, op. cit., pag. 121, 
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2. — Con questé precauzioni, l’attenzione del docente 
potrà essere concentrata, non su ciò che insegna, poi- 
chè questo gli sì presenterà spontaneamente alla mente, 
ma sulla forma dell'esposizione e sul governo della 
scuola. Egli conserverà in tal modo tutta la sua li- 
bertà d’azione e di spirito, per poter seguire coll’oe- 
chio i movimenti degli alunni più sospetti, e prevenirne 
le mancanze, sempre spiacevoli a punirsi; e per im- 
provvisare le spiegazioni che gli venissero richieste e 
che egli non ha potuto prevedere. E qualora ciò non 
gli riesca, quando cioè non possa risolvere immediata- 
tamente una questione postagli da un alunno, benchè 
essa sia assennata ed opportuna, dovrà lealmente di- 
chiarare la sua difficoltà, ed impegnarsi a risolverla 
nella lezione seguente. Questo è certo miglior metodo 
del rispondere a caso, ingannando il debole potere eri- 
tico dei giovinetti con spiegazioni artificiose, improv- 
visate in mala fede, ed è assai meglio dell'irritarsi, o 
del guadagnar tempo con digressioni disciplinari contro 
mancanze immaginarie. 

Noi crediamo pure opportuno, che l’insegnante vada 
il meno possibile alla lavagna, dove sarebbe costretto 
a volgere il dorso alla seolaresca; ma vi mandi uno 
dei migliori alunni per tracciarvi formule e figure die- 
iro le sue indicazioni. Egli potrà quindi, libero da ogni 
preoccupazione materiale, stando sulla cattedra oppure 
tra i banchi, proiettare col gesto e colla voce sul qua'dro 
nero gli assi mentali dei suoi ascoltatori, meglio vigi arli 
e dominarli. Per questo fine, è pure assai importante, 
che l'insegnante conosca bene e fin dalle prime lezioni 
i suoi alunni per nome; ciò che richiede, sopratutto 
nelle classi numerose e per le materie dotate di poche 
or» d'insegnamento settimanale, un particolare esercizio 
di associazione della fisionomia, o del posto di ogni 
scolaro, col rispettivo nome. In certi istituti militari 
questa fatica vien risparmiata da un cartello appeso 
al banco, recante in grossi caratteri il nome dell’alunno 
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corrispondente. Comunque si proceda, la conoscenza 
sicura dei nomi è indispensabile, perchè una lode, 0 
un richiamo, colpisce ben diversamente, quando è di- 
retto alla personalità distinta e individuata dal suo 
simbolo di riconoscimento sociale, che è quasi parte 
dell'anima dell’individuo, invece che al corpo fisico, in- 
nominato e confuso nella massa. 

3.— L'intonazione deve essere famigliare, il porgere 
naturale e spontaneo, la forma corretta e chiara. Il 
grado di forza dell'emissione verbale deve essere piut- 
tosto debole, purchè basti per essere distintamente 
udita da tutti gli alunni, della qual cosa l'insegnante 
può assicurarsi di tempo in tempo; l'uditorio così sarà 
più raccolto e silenzioso. Si deve però evitare che la 
sonorità del discorso riesca troppo eguale e monotona, 
perchè, specialmente nelle lezioni estive del pomeriggio, 
potrebbe produrre un effetto soporifero; perciò è ne- 
cessario variarla con inflessioni moderate, o con qual- 
che breve digressione occasionale. Le declamazioni 
entatiche e gli scoppi violenti di sonorità vocale pro— 
vocano facilmente l'ilarità dei giovinetti, sempre pronti 
a cogliere il lato umoristico per divertirsi. 

« Difetto comune, in cui si cade nell'esporre le co- 
« gnizioni ben conosciute — rilevava il Romagnosi — 
«deriva dall’impazienza, e dall’imprestare la nostra in- 
« telligenza agli altri. Il camminare a piccoli passi, reca 
« una specie di affanno a chi può percorrere di slancio 
« tutto il cammino. D'altra parte poi, noi siamo por- 
«tati a credere che il senso di convinzione, prodotta 
«in noi da un principio e da una dottrina da noi in- 
« tesa, debba facilmente prodursi anche negli altri, e 
« però usiamo modi compendiosi; ma le parole nostre 
«suonano invece ben diversamente per altri meno illu- 
« minati di noi » (1). 


—___- 


(1) Introd. ai discorsi sull'Insegnamento delle Matematiche, 
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Certo lo spogliarsi di una formazione concettuale 
ormai consolidata, per assumere forme elementari e 
prossime allo stato immaturo delle menti giovanili, è 
compito difficilissimo, come si osserva nell'esposizione 
della maggior parte dei testi, e non di matematica 
soltanto. Ma nell’esposizione orale, dove si hanno con- 
tinuamente sotto gli occhi le manifestazioni di quel- 
l'immaturità, purchè se ne sappia fare l'osservazione, 
quel compito può riuscire meno difficile. 

Nelle classi inferiori del ginnasio, l’insegnante deve 
sempre sospettare che ogni sua parola venga fraintesa, 
ed assicurarsene di tempo in tempo. A titolo di esem- 
pio, abbiamo riscontrato più volte l'incertezza ed an- 
che l'assoluta ignoranza del significato dei vocaboli : 
comune, tale, individuato, compreso, in locuzioni come 
queste: Divisore comune di più numeri; se un numero 
è multiplo d'un altro, tale sarà, ece. ; figura indivi- 
duata da certe condizioni; angolo compreso da certi 
lati, ece, Nè si creda che tutti gli alunni arrivino, da 
sè, a formarsi quei concetti, desumendoli dalle applica 
zioni o dalle figure ; essi possono conservare l’equi- 
voco, senza accorgersene, per mesi ed anni. Bisognerà 
quindi spiegare anche quei concetti, cercando di ridurli 
ad altri più noti, o almeno supposti tali; giacchè nella 
psiche dei ragazzi poco intelligenti esistono talora dei 
punti morti, che il senso comune non potrebbe mai 
sospettare. 'l'ali deficienze si spiegano facilmente, se si 
pensa all'ambiente sociale in cui si svolge la vita degli 
alunni di umile condizione, dove non solo mancano 
incitamenti alla lettura e i mezzi per procurarsela, ma 
si usano unicamente espressioni dialettali e concetti 
tanto lontani dalle idee esatte della costruzione scien- 
tifica. Perciò, nelle senole teeniche sopratutto, tutti gli 
insegnanti devoro compiere, oltre l'istruzione scientifica, 
una vera educazione linguistica, relativa alla propria 
materia, senza la quale una parte della scolaresea non 
potrebbe intenderli, 
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Oltre la chiarezza è da raccomandarsi la brevità; 
nelle prime classi, non creda l'insegnante di poter te- 
nere incatenata l’attenzione del suo uditorio per più 
di una diecina di minuti, durante un discorso esposi- 
tivo; ma l’interrompa subito dopo, mediante esercita- 
zioni applicative, 0 ripetizioni di qualche alunno, che 
‘obblighino gli scolari a far qualche cosa da sè. Altri. 
| menti, abbandonandosi alla foga del dire oltre quel 
tempo, avrà forse, dagli atteggiamenti e dagli sguardi, 
l'illusione di essere inteso, ma, per lesse psichica ine- 
vitabile, in molte di quelle testoline immobili, ogni 
raggio di pensiero sarà ormai spento, 

4 — L'uso di dettare le lezioni, o di farle comple- 
tamente redigere dagli alunni, è condannato da tutti 
gli serittori di cose didattiche. Il Credaro osserva, che 
con questo metodo gli errori inevitabili seritti dagli 
alunni sono mandati a memoria, e quindi diventano 
abituali in essi; inoltre che si sottopongono così gli 
scolari ad una perdita di tempo inutile, e ad un la- 
voro rovinoso che li distoglie dalla riflessione (1). E poichè 


(1) Gfr. Creparo, Nota, pag. 157 della Pedagogia di Her- 
nart, Per provare l'unanime consenso su questa verità, mal 
riconosciuta da molti valenti insegnanti, riferiamo alcuni brani 
di autorevoli scrittori. Nella Nuova Antologia (fascie. del feb- 
braio 1913) il senatore Morandi chiama « egoisti i professori che 
dettano, esigendo che delle loro lezioni, gli alunni, gravati da 
tante altre materie, facciano larghi suntì a casa, lasciando in- 
tonso il libro di testo ». Il Garbisri, nella sua pregiata mono- 
grafia sul Suvraccarzeo intellettuale e riordinamento dell'istru- 
zione secondaria pubblicata fin dal 1896, dopo aver esposto effi. 
cacemente gli inconvenienti dei così detti sunti scolastici, seri- 
veva: «In questo modo si fa perdere un tempo assai prezioso 
agli alunni, senza alcun vantaggio degli studî, anzi con danno 
gravissimo; poichè, lasciando pur da parte che l'alunno, obbli- 
gato a scrivere in fretta e furia quanto gli vien fatto di after- 
rare delle parole del maestro, non può prestare la dovuta at- 
tenzione, e quindi trarre protitto dalla lezione a viva voce, che 
ha tanta efficacia sulle tenere menti; lasciando pur stare que- 
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tale metodo è particolarmente seguito da insegnanti 
di matematica, potremo aggiungere che esso è biasi- 
mato, non solo dai pedagogisti, ma da matematici, quali 
il Lacroix, il Laisant e il Garbieri (citato in nota). 

Perciò l'insegnante deve scegliere un testo che ri- 
specchi, il più fedelmente possibile, le sue convinzioni 
scientifiche, e seguirlo; per modo che gli alunni tro- 
vino in esso, a casa, una guida sicura per raccogliere 
le sue idee e ricostruire la lezione. Qualora eccezio- 
nalmente occorresse qualche variante 0 aggiunta, que- 
sta dovrà essere dettata lentamente, curando l'esattezza 
della sua trascrizione per parte degli alunni, facendola 
rileggere da qualcuno di essi. 

Alcuni insegnanti, nelle seuole superiori, si ribellano 
all'uso del testo, perchè non vogliono asservire, per 
così dire, tutta la loro mentalità a quella dell’autore, 
e legarsi ad una riproduzione passiva e letterale del 
contenuto. Ma nella scuola secondaria ogni sentimento 
di falso amor proprio dottrinale deve essere sacrificato; 
e, anche nella illustrazione di un testo, non mancano 
occasioni per rivelare la sicurezza del proprio sapere e 
l'impronta della propria originalità (1). Adottare un 


sto, tutti sanno esser cosa molto difficile il pigliar note esatte 
e copiose, ed essere ancora di gran lunga più difficile il com- 
pilar sunti chiari, ordinati, precisi, tali cioé da poter esser 
letti e studiati con utilità: e accade quasi sempre che ‘tali scritti, 
chiamati sunti, riescano piuttosto estesi e sconclusionati zibal- 
doni, nei quali chi ci capisce qualche cosa è bravo », 

Finalmente ricorderemo, che le Istruzioni generali per i Li- 
cei moderni raccomandano vivamente « di risparmiare agli alunni 
ogni lavoro superfluo, specie riassunti, trascrizioni, ricopiature 
in pulite; mentre si rinnova l’avvertimento che non si dettino 
lezioni, nè appunti di materia già svolta nei libri di testo, ma 
questi si scelgano bene esi adoperino veramente » (si veda pure 
la circolare ministeriale « sul sovraccarico intellettuale », gen- 
naio 1914), 

(1) Questa ragione della irriducibilità scientifica, benchè al- 
quanto presuntuosa, è la più nobile di quelle che si possono 


CAPITOLO IIl 


testo e seguirlo nell'esposizione, non implica l'obbligo 
di ripetere ordinatamente e meccanicamente tutte le 
frasi di quello colle sue stesse parole, ma di dilucidarlo, 
spiegarlo con commenti ed applicazioni improvvisate, 
senza però divagare in questioni eritiche per sfoggio 
di erudizione. La trattazione stampata resterà all’alunno 
per la sua preparazione, mentre le spiegazioni e gli 
esempi orali, aggiunti dall'insegnante, andranno dimen- 
ticati, ma non perduti per la cultura dell'alunno; avendo 
ciascuna di quelle spiegazioni scavato nella sua mente 
il soleo, dove dovrà germogliare la nozione essenziale 
conservata dal libro. 

Ma, per noi, l'uso del testo, ancor meglio che alle 
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addurre a difesa del metodo degli appunti. Ma ve ne sono altre, 
meno nobili, che non si adducono palesemente, ma che spiegano 
il fenomeno. Per alcuni insegnanti di elevato valore dottrinale, 
aspiranti all'insegnamento superiore, l'esposizione libera (non 
solo dal testo ma anche dai programmi) serve di preparazione 
alla carriera superiore, di cui l'esperimento vien fatto sui po- 
veri scolari del }iceo, come in « anima vili». Per altri, V'esposi- 
zione libera non è che un « trucco », poichè l'insegnante segue 
letteralmente un testo gelosamente nascosto agli alunni, e tutto 
diversò dal testo adottato. Ma talvolta questi scoprono l'inganno, 
e l’aureola del geniale improvvisatore si converte in disprezzo 
ironico pel basso mistificatore. 

Si osservi pure che, quando gli insegnanti, sopratutto di 
scienze, fossero davvero costretti a seguire il testo, quella fre- 
quenza di mutamenti di libri, che le famiglie spesso lamentano, 
cesserebbe, Poichè un docente, che sia riuscito a ben penetrare 
lo spirito di un'opera, come si richiede per una efficace illustra- 
zione del suo contenuto, non si deciderà certo tanto facilmente 
ad abbandonarla, per affrontare alla leggera la fatica di un nuovo 
studio, specialmente se egli non è più giovane; a meno di un 
fine deliberato di raffronti critici. Mentre il cambiare un testo, 
che non si adopera, non implica nessun aggravio di lavoro, e si 
trovano sempre ragioni per motivarlo, come prescrivono i rego- 
lamenti. Anzi, a questo proposito, noi riterrammo utile, per l'in- 
teresse della cultura, che questi regolamenti esigessero da ogni‘ 
insegnante una esposizione critica delle sue osservazioni sul testo, 
e che essa divenisse documento principale per la sua carriera. 
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necessità della preparazione scolastica, risponde al uno 
scopo più largo: Affezionare l'alunno al libro; abituar lo 
a sentire in quelle mute pagine la voce dell'animo 
dell'autore, suggestionatrice dei migliori pensieri del 
lettore, libero da ogni asservimento verbale e mnemo- 
nico, ma soltanto guidato nell'ordine delle riflessioni; 
invogliarlo di altre letture non scolastiche, non im- 
poste, ma richieste dai crescenti bisogni dello spirito 
rinnovato; ecco lo seopo dell'addestramento all'uso del 
modesto manuale, Così, forse, non vedremmo più 
gli alunni, nella precipitazione dell'uscita, dimenticare 
l’odiato strumento della tortura mnemonica sui banchi 
della scuola, ed affrettarsi, appena superato l'esame, 
a sbarazzarsene per pochi soldi, come di un abito 
smesso (1). 

Nelle scuole medie inferiori può riuscire utile il far 
conservare dagli alunni in un quaderno, riveduto dal- 
l'insegnante, le poche e fondamentali regole della ma- 
teria, facendole traserivere dal testo, a casa, purchè 
questo lavoro non esiga che pochi minuti. In quel qua- 
derno l'alunno possiederà un prontuario a lui fami- 
gliare, che gli risparmierà la fatica di sfogliare il te- 
sto, quasi sempre troppo voluminoso per le spiegazioni 
e le applicazioni, di cui un fanciullo di dieci o dodici 
anni non sa approfittare, e che debbono esser riser- 
vate al vivo insegnamento della scuola. 

5. — « Repetitio mater studiorum » dicono i Peda- 
gogisti. Certo essa costituisce la parte più utile della 
lezione, ed è la più trascurata da quegli insegnanti, 
che pongono tutta la loro soddisfazione nel colpire gli 
alunni collo sfoggio del loro sapere. 


(1) Per provare uno dei possibili inconvenienti, prodotti dalla 
mancanza di consuetudine coì libri, citiamo il fatto, da noi ri- 
scontrato, di alunni che interpretavano qualcuno dei numeri, in- 
terealati nel loro testo d’aritmetica per richiamare i paragrafi 
precedenti, come esprimente un dato della questione! 


} 
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Ma questi medesimi ne riconoscono l'eflicacia nelle 
lezioni private, dove ne fanno largo uso, perchè sono 
interessati alla riuscita dell'alunno. 

Mettere în rilievo i concetti fondamentali, chiarire 
quelli più difficili, prevenire la formazione di associa- 
zioni erronee, ma note per la loro probabile insidia; 
suscitare le associazioni utili per la riproduzione e la 
conservazione delle nozioni, vivificare la materia con 
qualche applicazione: tale è il compito della ripetizione. 

Essa deve essere fatta dall'insegnante in collabora— 
zione cogli studenti, e richiede la massima abilità di- 
dattica. Il professore, nella ripetizione, assaggia, per 
così dire, il risultato dell’opera propria, verifica quali 
punti sono stati intesi, quali rimasero oscuri, € in con- 
seguenza ritocca qua e là con aggiunte € schiarimenti. 

Nelle senole medie superiori, è bene invitare gli 
alunni stessi a dichiarare le loro impressioni, i loro 
dubbi, chiamar talvolta qualeuno dei migliori a ripe- 
tere, concedendo un linguaggio meno appropriato, pur- 
chè ne risulti che l'esposizione è stata compresa, 

Nelle scuole inferiori, l'insegnante penetra, per così 
dire, nella sfera intellettuale degli alunni, e cerca d’in- 
nestare le nuove masse di rappresentazioni alle pre- 
cedenti, eliminando i contrasti e correggendo le inevi- 
tabili deviazioni dei concetti. 

Per favorire questo innesto, l'insegnante stesso deve 
indicare i punti di raccordo, cioè i così detti punti mne- 
monici di ritrovo, che sono poi ricordi salienti e ca- 
ratteristici, che risaltano sugli altri e resistono meglio 
all'oblio; insegna insomma il modo per ritenere e po- 
ter rievocare quel minimo, che è indispensabile per 
seguire le lezioni future, 

6. — Ma dovrà evitare che sì superi questo minimo; 
poichè è tendenza generale degli alunni di affidarsi 
alla memoria, non solo per le nozioni indispensabili, 
ma per sottrarsi, col suo aiuto, alla fatica della rifies- 
sione, e strappare ugualmente quel voto di approva 
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zione che loro è necessario. Essi applicano insomma la 
lesge del minimo sforzo. 

Basta osservare quei giovani, che si preparano alla 
lezione leggendo, il testo nelle adiacenze dell’edificio 
scolastico, gli uni appoggiati alle colonne, gli altri pas- 
seggiando, quando l'ora dell'entrata sta per suonare, 
per comprendere quale riflessione essi possano fare 
sulla loro lettura, in quelle circostanze, fra le distra- 
zioni della folla e il frastuono dei veicoli. Ciò spieca 
li nervosità colla quale essi, dopo quello studio peri- 
patetico, aspettano di essere interrogati. Essi sono im- 
pazienti di sfruttare l’instabile bagaglio mnemonico, 
li cui hanno frettolosamente carieato il cervello, lieti 
di liberarsene, purchè loro abbia fruttato un buon voto. 
Perciò sono insofferenti di ogni indugio, che possa of- 
fuscare la freschezza del loro ricordo, e mal tollerano 
le osservazioni critiche dell'insegnante, che interrom- 
pano la continuità dell'esposizione, e disturbino quel 
filo conduttore che la regge. 

Quante volte, dopo aver lasciato lo seolaro seiorinare 
indisturbato la sua pappagallata, chiedendogli la più 
semplice spiegazione su di essa, lo si vede imbarazzato, 
come se gli si domandasse cosa estranea a ciò che ha 
detto! E non è da sorprendersi, se si sentono scolari, 
che ripetono macchinalmente gli errori di stampa, an- 
che quando questi falsano completamente il senso del 
periodo. 

Questa tendenza generale allo studio mnemonico deve 
essere energicamente contrastata dall'insegnante; essa 
costituisce il maggiore ostacolo al vero profitto, cioè 
alla formazione di principi generali, di abitudini rifles- 
sive e di spirito eritico. 

« È per la minore quantità di lavoro resistente che 


« si incontra nell'apprendimento mnemonico — serive 
« il Della Valle — che noi abbiamo una pletora così 


« fastidiosa e così inutile di spiriti analitici e ripetitivi, 
« di storici, di epitomisti o di espositori, mentre va 


Leoni. — Matematira. 3 


34 CAPITOLO II 


< diventando sempre più raro il manipolo delle menti 
« sintetiche e originali » (1). 

Quale mezzo efficace per combattere quella tendenza, 
riteniamo utilissimo invitare l'alunno interrogato ad 
uscire dai banchi col testo, e a leggerlo e spiegarlo, 
esigendo che egli si renda ragione di tutti i partico- 
lari dell'esposizione, del loro ordine e dei richiami per 
fine logico. 

Durante le esercitazioni di aritmetica e di algebra, 
presentate alla lavagna, si dovrà esigere che tutta la 
scolaresca segua i calcoli sul quaderno, per impedire 
che essa si abbandoni alla distrazione. Anche in questi 
esercizi di carattere pratico, si rilevano le tendenze 
passive della maggior parte dei giovinetti. Quando 
l'alunno, interrogato alla lavagna, si accorge di aver 
commesso un errore, 0 ne viene avvertito, ammu- 
tolisee e si abbandona, come edito da un subitaneo 
arresto della sua attività psichica. Egli non cerca in 
se stesso la nozione che gli manca, non si sforza per 
rintracciarla, ma rimane psichicamente inerte, tut- 
t'al più implorando con occhiate pietose il soccorso 
dei compagni. L'insegnante dovra cercare di strapparlo 
da quell’aspettazione contemplativa, e di guidarlo nella 
vicerea interiore, ostacolata spesso più da pigrizia men- 
tale che da ignoranza, fornendogli appena il minimo 
delle nozioni antecedenti, che gli mancassero. Conclu- 
dendo, si dovranno adoperare tutti i mezzi per com- 
battere le tendenze passive degli alunni, ed obbligarli 
a prendere viva parte alla lezione, per modo che tutti, 
al suo termine, abbiano già saldamente acquistato | 
concetti fondamentali. 

Anzi, forma ideale di una lezione sarebbe quella, che 
bastasse completamente all'istruzione voluta, senza la 
necessità di stuli supplementari, fatti a casa. 


(1) G. DeLa VaLe, Le leggi del lavoro mentale, "Torino, 
Paravia, pag. 40. 
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La funzione giudicatrice dell'insegnante. 


1. Il valore sociale e il valore didattico dei giudizi scolastici. 
— 2. Le preparazioni mnemoniche. — 8. Mezzi per combat- 
terle. — 4. Gli alunni suggeritori. — 5. Il voto. — 6. L'i- 
spezione psichica degli alunni. — 7. Necessità della sicu- 
rezza dei giudizi. — 8. Le prove scritte. — 9. Incertezza 
dei giudizi relativi. — 10. La correzione dei compiti. — 
11. Diverso valore degli errori. — 12. Osservazioni metodiche 
sugli errori, 


1. — La Società non attribuisce soltanto all’inse- 
gnante delle pubbliche scuole la missione di istruire ed 
educare, ma gli assegna pure il compito di giudicare 
del merito e del profitto degli alunni; e poichè i di- 
ritti e i privilegi, che essa riconosce in base al risul- 
tato di quei giudizi nelle scuole medie, hanno impor- 
tanza sociale, quel compito implica una grave respon- 
sabilità, 

Ma oltre quei giudizi, che hanno immediati effetti 
legali, cioè i risultati degli scrutini e degli esami, hanno 
pure valore didattico le classificazioni date nel corso 
dell’anno, le quali stimolano l’emulazione, e costituendo 
per se stesse lode e incoraggiamento ai buoni, monito 
e biasimo ai cattivi, forniscono un mezzo cospicuo di 
azione educativa all'insegnante, 

Purtroppo le famiglie, nella loro grande maggioranza, 
considerano solo il fine utilitario della scuola, e quindi 
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si interessano soltanto a quei giudizi, da cui dipende 
il conseguimento dei diplomi; restando indifferenti da- 
vanti ai risultati dell'insegnamento, finchè non portino 
conseguenze sui primi. Così quell'azione parallela, che 
la famiglia potrebbe esercitare in conformità del fine 
educativo della scuola, viene a mancare. 

Invece la funzione giudicatrice dell'insegnante, con- 
siderata sotto il suo aspetto didattico, è indipendente 
dalle sue conseguenze posteriori alla scuola, come il 
responso delle giurie giudiziarie deve essere dato in- 
dipendentemente dalla considerazione dei suoi effetti, 
ma solo in base alle risultanze della causa. 

Perciò nessun pensiero, che non abbia radice nei 
fatti interni della scuola e che non miri al suo alto 
fine educativo, deve turbare il giudice scolastico, nel 
suo delicato ministero; nessun sentimento personale di 
simpatia o di rancore deve diminuire la sua impar- 
zialità. 

I giovani hanno il sentimento della giustizia, e tanto 
più sono disposti ad accettare un giudizio, anche severo, 
quanto più riconoscono che esso è basato sopra criteri 
generali ed obbiettivi. 

Passiamo ad esaminare alcuni di questi criteri, con 
speciale riferimento all'insegnamento della matematica, 
poichè essi non possono essere identici per tutte le 
materie. 

Nel corso dell'anno scolastico l'insegnante ha due 
fonti di elementi per giudicare i suoi alunni, quella 
delle interrogazioni orali, e quella dei lavori scritti. 

Occupiamoci anzitutto della prima. 

2, — Generalmente l'alunno si prepara a ripetere 
la lezione assegnatagli, leggendola sul testo o sugli 
appunti, e si considera pronto, quando erede di averne 
ritenuta una certa impressione, sufficiente, secondo lui, 
per la riproduzione che deve procurargli il voto a cui 
aspira. In questa riproduzione si debbono distinguere 
due caratteri: cioè la fedeltà sotto il rispetto mnemo- 
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nico, e il grado di penetrazione riflessiva, dipendenti 
da un certo coefficiente personale dell'alunno. Questo 
coefficiente, in certa guisa, misura il rapporto tra la 
conoscenza relativa ed approssimata dell'alunno, e quella 
esatta e precisa desiderata dall'insegnante. Esso può 
raggiungere spesso l’unità sotto il rispetto mnemonico, 
ma ne resta quasi sempre inferiore, sotto il rispetto 
riflessivo; il suo valore viene espresso in decimi. L'ap- 
prezzamento di questo valore numerico è naturalmente 
tutto soggettivo e relativo all'insegnante, come avviene 
del resto di tutti gli umani giudizi; importa solo, che quel- 
l'apprezzamento sia assolutamente indipendente da ogni 
causa estranea al fatto didattico, e che apparisca regolato 
da un criterio costante ed uniforme per una data scuola 
e un dato insegnante. Il secondo carattere della ripro- 
duzione, testimoniando quel lavoro di pensiero, che è 
più proficuo per la formazione della mente, deve aver 
effetto preponderante in quell’apprezzamento. 

Però nella scuola classica, aperta a tutte le tendenze 
intellettuali, preparatrice di tutte le carriere, non si 
potrà dispregiare lo sforzo volonteroso, fatto sull’unica 
base della memoria; poichè certe menti, pur essendo 
disposte a concentrarsi e meditare sopra soggetti lette- 
rari e storici, si ribellano alla ferrea disciplina della 
logica. Nè si creda di poterle avvineere con problemi 
divertenti; per esse la vita avventurosa d'un condot- 
tiero 0 la strofe alata d'un gran poeta, avrà sempre 
maggior fascino d'un problema sulla bicicletta, o di un 
diagramma rappresentativo di una funzione. 

Ammettiamo però che, con un insegnamento fatto 
con sani criteri didattici, il caso non è frequente; ma 
non è impossibile. Basti ricordare Alfieri (1), che ci 
racconta, nella sua Vita, di non aver mai capito, nè 
da giovanetto, nè da adulto, i primi libri di Euclide. 

Certo in una mente intelligente, non si può ammet- 


(1) Vita, Ediz. Sonzogno, pag. 49. 
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tere una vera ineapacità per gli studi matematici, senza 
contraddire alla definizione stessa di intelligenza. Ma 
possono esistere tendenze innate, contrarie al metodo 
razionale, le quali condueano quella mente a rifuggire 
dal procedimento deduttivo, rendendole così impossibile 
di formarsi quell’abito, che è indispensabile per com- 
prendere le dimostrazioni. 

se le circostanze della vita obbligheranuo un giorno 
quella mente, fatta matura, a ritornare su quegli studi, 
che essa ripudiò da giovane, allora: certo dovrà sor- 
prendersi di aver visto buio, sotto la luce più chiara 
del pensiero umano (1). 

3, — Per diminuire lo sforzo mnemonico, e per dare 


(1) Riteniamo dunque, che non esistano individui intelligenti, 
aventi una assoluta incapacità per gli elementi della matematica 
razionale; ma ammettiamo l'esistenza, tra essi, di alcuni, i quali, 
n per sciocche prevenzioni 0 per la mancanza di stimoli sufti- 
cienti, non vogliono compiere lo sforzo mentale necessario per 
impadronirsi dei metodi di quella scienza; e crediamo insufficiente, 
in generale, l'azione dei mezzi didattici ordinari per trionfare di 
quella repugnanza. Questa potrebbe essere vinta da un buon in- 
segnamento privato, nel quale la mente dell'alunno, soggiogata 
dalla diretta influenza del maestro, ne subisse tutta l’azione 
suggestiva. 

(Da molti si da alla parola intelligenza un senso, diremo, 
pragmatico, per cui il pregio delle attitudini psichiche dipende 
dalle loro conseguenze pratiche; essì giudicano intelligente chi, 
guidato da un felice intuito nelle contingenze della vita, e do- 
tato di forte energia volitiva, riesce facilmente a salire nel campo 
sociale, e procurarsi onori e ricchezze. Queste doti, di carattere 
più che di mente, non possono rivelarsi nell'età della scuola, e 
spesso sì mostrano indipendenti dai risultavi di questa, generando 
l'equivoco, per cui uomini, che si mostrarono inetti allo studio, 
vengono ritenuti intelligenti, appunto per il senso pragmatico 
attribuito erroneamente a questa parola. L'intelligenza, qualunque 
sia il suo valore nel campo dell’azione, consiste nella attitudine 
ad assimilare e conservare il sapere teorico, nella capacità di at- 
tenzione prolungata, nella prontezza e vivacità dell'immaginazione, 
nella lucidità e nell'ordine logico dei raziocini, potendo ciascuna 
li queste qualità emergere in diverso grado nei diversi tipi, ma 
non mai mancare completamente). 
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maggior rilievo al fondamento razionale, crediamo op- 
portuno nel liceo di permettere all’alunno interrogato 
di tenere il testo in mano, per consultarlo in qualche 
punto, e trarne alimento per l'esposizione, che dovrà 
essere libera, non pedissequa del libro. 

« Il n'y a point d'inconvenients — seriveva il La- 
eroix nel suo Essai — à reeourir aux livres; et je 
ne vois dans aucun cas la nécessité de charger sa 
mémoire de démonstrations et de- formules. Ce qu'il 
faut bien posséder c’est la marche des méthodes, 
«la valeur des termes techniques, la faculté de saisir 
<« le sens des phrases et des formes particulières aux 
gerivains qui ont traité la science, afin de pouvoir 
« les consulter avec fruit, lorsqu'il sera nécessaire » (1). 

L'insegnante dovrà esigere che vengano chiaramente 
indicati, mano a mano che occorrono, gli enunciati delle 
proposizioni precedenti, sui quali si basa il processo 
deduttivo. Dovrà pure vigilare sull’omissione di qualche 
deduzione intermedia, che spesso gli alunni fanno, non 
per sintesi interiore, ma per misura di precauzione, e 
spesso senza neppure avvedersene, 

Nelle scuole inferiori, si dovrà pure curare la veste 
srammaticale, spesso così contorta; opponendosi all'uso 
di verbi, di cui è indeterminato il soggetto, e di pro- 
nomi, buttati a caso, tanto per reggere i verbi, senza 
che si riferiscano a qualche particolare sostantivo. 

4. — L'esperienza della scuola rivela pure certi 
criteri, diremo, esterni di giudizio, che, pur non essendo 
infallibili, possono facilitare la formazione di un apprez- 
zamento dell’alunno. 

Così si osserva che questo, se è malsieuro di sè, tra- 
disce, stando alla lavagna, la sua incertezza interna, ri- 
volgendosi con occhiate pietose ai compagni vicini, per 
invocarne i suggerimenti. 


A A A “A 


A 
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(1) « Essai sur l'enseignement en général et sur celui des 
mathématiques en particulier », Ediz. 1828, pag. 112. 
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Noi non crediamo, che l’insegnante debba sempre 
proibire questi suggerimenti, purchè siano fatti sempre 
in modo palese; poichè intanto obbligano i suggeritori 
all’attenzione, e dall'uso, che di essi sa fare l'interrogato, 
si può dedurre il grado della sua preparazione. 

Spesso avviene, che il suggerimento, giusto, venga 
interpretato male, e dia luogo ad un errore madornale, 
che produce l'ilarità della scolaresca, la qual cosa co- 
stituisce la peggior punizione del negligente, che l'ha 
provocata. 

5. — Appena l'insegnante crede di aver raccolto 
elementi sufficienti per apprezzare con sicurezza il me- 
rito dell'alunno, deve segnare il suo voto sul giornale 
di classe in modo palese, oppure dichiararlo aperta— 
mente. Noi ripugnamo da quei metodi segreti e auto- 
ritari, in eui sembra che l'insegnante non sia sicuro del 
proprio giudizio, o non osi manifestarlo. 

trediamo léale procedimento il mettere subito il gio— 
vinetto a conoscenza dell’esito della sua interrogazione, 
affinchè possa nel seguito regolarsi in conseguenza, © 
non si formino, col segreto del voto, sospetti di oeculte 
preferenze. E crediamo che il voto debba essere ac- 
compagnato da consigli, e commenti di lode o di biasimo. 
La lode sopra tutto, di cui gli insegnanti in generale 
sono così parchi, ha un benefico influsso sull’animo 
dei giovani timidi, poichè contribuisce ad infondere 
fiducia nelle proprie forze, e, per certi caratteri sen- 
timentali, costituisce per se stessa, un premio più 
ambito del voto. 

6. — Non solo mediante le interrogazioni, che si 
fanno generalmente in principio di lezione, ma anche 
durante la propria esposizione, l’insegnante può conti. 
nuare l'ispezione psichica degli alunni. 

Dalla direzione prevalente dei loro sguardi, dall’at- 
teggiamento del corpo, e da altri ben noti fenomeni 
vasomotori e respiratori caratteristici dell'attenzione ; 
come da brevi risposte ottenute, sospendendo improv- 
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visamente il discorso, le quali rivelino la previsione, 
nell’alunno, della deduzione immediatamente successiva 
al punto d’arresto, si :possono trarre criteri di giudizio. 

Si potrà pure, con scolaresche poco numerose, esa- 
minare se l'attenzione è spontanea oppure volontaria. La 
prima prova che il soggetto si interessa all'argomento; 
mentre la seconda, rivelata da una maggiore intensità 
dei fenomeni sopraccitati, prova il suo sforzo, e quindi 
minor attitudine naturale allo studio della materia 
spiegata. 

Però l’insegnante avveduto dovrà diffidare di certi 
alunni furbi, che, per guadagnare il suo favore, simu- 
lano l'interesse con frequenti assentimenti col capo o 
ripetendo qualche sua parola. Questi debbono venir 
persuasi presto, e severamente, dal docente, dell’inuti- 
lità della loro simulazione; mentre si dovranno inco- 
raggiare i timidi che non osano esprimere qualche 
dubbio legittimo, che loro attraversi la mente. 

7. — È poi evidente, che il giudizio complessivo 
sull’alunno sarà tanto più sieuro, quanto è maggiore il 
numero delle interrogazioni, a cui fu sottoposto, sia per 
verificare la sua attività in parti diverse della materia, 
sia per constatarne il carattere abitudinario. Ma nelle 
classi numerose, con due 0 tre sole ore d'insegnamento 
settimanali, risulta impossibile chiamare molte volte lo 
stesso ‘alunno, quindi sarà bene lasciare alla sorte la 
designazione del nome dell’interrogando, Qualora la 
sorte tendesse a far uscire troppo di frequente certuni, 
ed evitasse certi altri, bisognerà intervenire per cor- 
reggerne i capricci. Si dovrà pure cercare di sventare 
quei caleoli, che i negligenti sogliono fare per preve- 
dlere il giorno, in eui saranno interrogati. 

Il primo giudizio, anche se basato su numerosi e si- 
curi elementi, non dovrà rhai ritenersi definitivo per 
tutto l'anno scolastico, specialmente quando è negativo. 
In ogni momento dell’anno deve sempre essere aperta 
allo svogliato la via della salvezza; egli non deve, un 
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giorno, poter incolpare il suo giudice, di averlo ine- 
sorabilmente condannato per la negligenza di un'ora. 
La scuola è maestra di tutte le virtù; e, fra queste, 
una delle più nobili è il perdono a chi seppe dar prova 
di pentimento. 

8. — Occupiamoci ora delle prove scritte. 

Le prove scritte hanno fine e valore diverso secondo 
le discipline. 

I componenti letterari sono, per così dire, l'impronta 
della mente che li concepì. Essi mostrano, non solo il 
possesso della lingua e la conoscenza delle leggi del 
pensiero, ma rivelano la vastità delle cognizioni, il po- 
tere dell'immaginazione, e, in modo assai più dubbio, 
il valore dei sentimenti e delle tendenze. Essi offrono 
quindi all'esperto insegnante un largo campo di inda- 
gini grammaticali, logiche e psicologiche, che manca 
nei lavori uniformi di matematica, quali si danno co- 
munemente nelle nostre scuole. 

Nel grado inferiore, questi ultimi hanno per fine di 
far esercitare gli alunni nelle applicazioni delle regole 
insegnate e di provarne la pratica utilità ; onde la loro 
correzione si riduce all’esaminare l'ordine dei procedi- 
menti, la correttezza delle indicazioni e la esattezza 
dei risultati. 

Nel grado superiore, i lavori di matematica dovreb- 
bero, oltrecehè conferire una certa abilità tecnica nel- 
l'uso degli algoritmi e dei metodi algebrici, offrire l'oe- 
easione di rintracciare facili dimostrazioni e soluzioni, 
applicando quel metodo deduttivo, di cui la parte orale 
offre continuo esempio (1). 


(1) Nella correzione dei primi saggi dimostrativi degli alunni 
su argomenti geometrici, si nota quasi sempre l’uso improprio 
delle congiunzioni, relativamente alla funzione logica delle pro- 
posizioni, che esse introducono. Non sarà quindi inutile l'avver- 
tire che, nel linguaggio matematico, si usa, dopo l'enunciato, 
premettere alla dimostrazione l’« infatti », piuttosto come formula 
tradizionale, indicante il principio del raziocinio, che come par- 
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Purtroppo questo fine, diremo, inventivo, si raggiunge 
solo in casi particolari; per modo che, volendo giudi- 
care l’intera scolaresca con criteri generali ed uniformi, 
bisogna ricorrere ad esercizi di applicazione, pei quali 
sia ridotto al minimo lo sforzo inventivo, e basti la 
conoscenza dei metodi spiegati. L'infelicee prova degli 
esami scritti di matematica, nelle licenze liceali ante- 
riori al 1892, dimostra l’impossibilità di ottenere buoni 
risultati nella risoluzione di questioni, con un orario 
molto limitato. 

9. — Però i giudizi basati su prove scritte di ma- 
tematica, fatte in classi numerose, sono sempre più in- 
certi di quelli desunti dalle interrogazioni, sia per la 
facilità del plagio, sia per l'influenza di. cause fisio-psi- 
chiche, che alterano stranamente le eondizioni intellet- 
tuali degli alunni. 

Per eliminare la prima causa, cioè la possibile co- 
municazione fra condiscepoli, non può bastare una ri- 
gorosa sorveglianza. 

Un'occhiata sola, data sul quaderno del vicino, un 
gesto espressivo, bastano, in matematica, per suggerire 
la soluzione della questione, 


ticella grammaticale introducente la prova immediata dell’enun- 
ciato, la quale può risultare da molti periodi seguenti. Così sì 
usano le locuzioni « altrimenti, diversamente », per significare: 
« se sì nega ciò, se ciò non si ammette »; e si usano: « d’al- 
tronde, d'altra parte » per introdurre un argomento dimostrativo 
ausiliario, ossia, come si dice in logica, per l'introduzione di un 
fattore logico. Per la deduzione si adoperano le congiunzioni: 
« quindi, dunque, epperò », e spesso anche le locuzioni: « per 
conseguenza, donde, segue che, si deduce che, ecc. ». Per intro- 
durre le premesse di una conseguenza anticipata, si dice: « per 
chè, poichè, essendochè, infatti, ecc. ». La necessità di imprimere 
sistematicamente queste ovvie nozioni grammaticali emerge ancor 
più, se si pensa al significato variabile che quelle locuzioni hanno 
nei diversi dialetti. Per esempio, in Liguria, si usa il « dunque » 
per dire « nel caso contrario, altrimenti », e si dice « 0 dunque » 
nel senso di « oppure a, 
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Perciò ‘erediamo necessario assegnare parecchi temi 
consimili, differenziati in qualche particolare, che na- 
sconda ai giovani l'identità sostanziale delle diverse 
questioni (può bastare talvolta il cambiamento di una 
lettera); e ripartire questi temi fra gli alunni, in modo 
che i vicini abbiano temi distinti, 

La seconda causa, patologica, conduce a sorprese, 
cioè al curioso fenomeno, che buoni alunni facciano 
dei brutti lavori. 

Essa agisce sugli individui impressionabili, i quali, 
preoccupati dalle conseguenze dell'atto che stanno com- 
piendo, sotto l'incubo del tempo incalzante, perdono la 
calma necessaria, incespicano in qualche errore mate- 
riale, del quale vedono gli effetti, pur non riuscendo a 
scoprirlo. Così il loro orgasmo si accresce, e precipi- 
tano in una serie di inesattezze, donde difficilmente 
riescono a salvarsi. E ciò non avviene forse anche a 
noi, nelle più semplici operazioni aritmetiche, quando 
qualche turbamento d'animo ci impedisce la necessaria 
riflessione? 

Una classe numerosa e densa, che sta eseguendo un 
esperimento seritto, non è in condizioni psichiche nor- 
mali. I migliori alunni sono assediati dai peggiori, che 
lì disturbano sia per intralciarne il lavoro, sia per in- 
vocarne l'aiuto; le soluzioni errate, che circolano fra i 
banchi; rendono dubbiosi quelli che non hanno sbagliato; 
la fretta, la posizione incommoda, tutto contribuisce a 
generare uno stato collettivo d'orgasmo e di mutua 
suggestione. La disciplina, anche se imposta da una 
mano ferma e autorevole, non basta; ognuno di noi 
ricorda che, in quei casi di suprema necessità scolastica, 
cioè nelle prove d'esame e negli esperimenti, si riusciva 
sempre ad eludere la vigilanza dei professori più ter- 
ribili; poichè l'impedire assolutamente ogni comunica— 
zione, fra trenta © quaranta ragazzi addossati l'uno al- 
l’altro, non è che una illusione vanitosa di certi ottimisti. 

Per queste ragioni, i lavori seritti debbono essere 
giudicati con molto discernimento, 
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Sarà pure opportuno, per diminuire le conseguenze 
della causa patologica, che l'insegnante, passeggiando 
tra i banchi, segua lo svolgimento dei lavori, interve- 
sido col consiglio in certi casi; purchè non ne risulti 
indebolita la sua azione di vigilanza generale, e il suo 
aiuto sia concesso imparzialmente a tutti quelli che ne 
hanno bisogno. Con scolaresche poco numerose, egli 
potrà evitare, che gli alunni di scarsa intuizione ma- 
tematica rimangano completamente arrestati e inerti 
davanti a certi nodi di natura logica, e che quelli più 
sventati rovinino tutto un lavoro, felicemente conce- 
pito, per qualche grossolano errore di calcolo. 

10. — L’opera di revisione dei compiti scritti di 
matematica esige una grande pazienza. 

Proprietà caratteristica dell'errore matematico (come 
di ogni procedimento deduttivo) è di influenzare tutto 
lo svolgimento posteriore, rendendolo errato di fatto, 
anche se è logicamente corretto. Questi effetti dell’er- 
rore primitivo, non devono essere imputati a demerito 
nel lavoro, in più dell'errore causa, a meno che ne 
risultino conclusioni di un'assurdità evidente, tale cioè 
da rendere manifesta l’esistenza di un vizio nel pro- 
cedimento, all’alunno stesso. 

Per evitare questo, spesso si fa noto il risultato 
finale, che dovrebbe, in certo modo, avvertire l'alunno 
dell'errore, quando non arrivi a quel risultato. Ma ciò 
ha pure i suoi inconvenienti; perchè l'alunno, quando 
si accorge di non ottenere il risultato dato, si sforza 
di farlo uscire, commettendo nuovi errori, che com- 
pensino i primitivi. 

Per queste ragioni, l'insegnante non può limitarsi 
all’ispezione del risultato finale, ma deve ricalcare tutto 
il lavoro, segnando, volta per volta, ogni nuovo errore, 
che non sia conseguenza dei precedenti. 

11. — Quanto al diverso valore negativo, che deve 
attribuirsi agli errori, crediamo opportuno distinguere 
questi in comuni (epidemici) ed accidentali (sporadici). 
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I primi si verificano frequentemente, e sono quindi 
causati da tendenze generali, ed inevitabili in un certo 
stadio della cultura; i secondi non presentano quei ca- 
ratteri di generalità dei primi, e sono causati da defi- 
cienze personali. Contro gli errori comuni, ben noti 
agli insegnanti, e indicati spesso dai testi, la scolaresca 
deve essere messa in guardia; quindi la loro presenza 
costituirà titolo di demerito maggiore, degli errori ac- 
cidentali, che sono imprevedibili, perchè essa prova 
\ noncuranza 0 dimenticanza dell'avvertimento preventivo. 
' Gli errori, sotto il rispetto psicologico, si possono 
classificare in errori di svista e di concetto. 

Intendiamo per errore di svista, quello che poteva 
evitarsi con un semplice atto di riflessione, e pel quale 
sì può presumere una momentanea debolezza psichica; 
e chiamiamo errore di concetto, quello che implica 
l'ignoranza di una legge, di un metodo, oggetto di 
studio recente, e che prova quindi insufficienza di pre- 
parazione e di profitto. 

Naturalmente questa distinzione è relativa al grado 
della classe, poichè gli errori che sono di concetto in 
una classe, dovrebbero convertirsi in errori di svista per 
le classi superiori. 

Ad esempio, gli errori di calcolo, nelle quattro ope- 
razioni fondamentali sui numeri interi, sono di svista 
per tutte le scuole medie. Gli errori di calcolo sulle 
frazioni, sono di concetto nelle classi inferiori, e do- 
rrebbero considerarsi di svista nelle superiori. 

Tuttavia non è sempre facile il decidere, se un er- 
rore sia di svista o di concetto, e quando l'opinione 
che l'insegnante ha dell'alunno, non basti a togliere il 
dubbio, può valere il seguente criterio generale: Se la 
scrittura errata tende a sostituire, & quella corretta, 
una forma più breve, più semplice nel senso grafico 
od analoga ad altre più note, l'errore sarà, con tutta 
probabilità, di concetto ; sarà di svista nel caso contrario. 

Per spiegare questo criterio, esporremo (due esempi. 
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L'omissione di termini, nel prodotto o nelle potenze di 
polinomi, sarebbe, nel Liceo, un errore di concetto; 
coma serivendo: (a +)" = a' + b'. Sarebbe errore 
di svista, l'aggiunta di termini non dovuti, come : 
(a+ b)' = a? + 2a8 +84 dÈ. 

Così il tralasciare un cambiamento di segno, richiesto 
da una regola, sarà probabilmente errore di concetto; 
mentre il cambiamento, quando non è dovuto, nè spiegato 
da qualche analogia, dovrà imputarsi ad errore di svista. 

Comunque stabilito il valore psicologieo dell'errore, 
non dovrà tenersi conto di un solo errore di svista (nei 
lavori affrettati di scuola), purchè le sue conseguenze 
permettano di constatare la correttezza delle deduzioni 
seguenti. Nel caso in cui le conseguenze dell'errore 
abbiano totalmente sviato lo svolgimento ulteriore, il 
giudizio dell’insegnante rimarrà dubbio. 

Gli errori di concetto, invece, costituiseono sempre 
demerito, tanto maggiore, quanto più è recente lo 
studio della teoria, di cui provano l’ignoranza. 

12. — L'osservazione accurata e metodica degli er- 
rori comuni può fornire indicazioni didatticamente utili. 

Per esempio, si consideri in particolare il noto er- 
rore della mancanza del cambiamento di segno ai ter- 
mini del numeratore di una espressione frazionaria pre- 
ceduta dal segno meno, allorquando si devono soppri- 
mere i divisori di una equazione. Si noti il numero dei 
casi, in cui, per una data seolaresca, si presenta tale er- 
rore in ciascuna delle prove successive, e si costruiscano 
delle ordinate equidistanti, proporzionali a questi numeri. 
Unendo i loro estremi, si avrà una curva, che rappresenta 
la legge probabile di decreseimento dell’errore. 

La rapidità di quel decrescimento misurerà l'efficacia 
dei mezzi usati per vincere quell'errore. 

Anche lo studio metodico degli errori di un mede- 
simo alunno, compiuto sui suoi successivi lavori, può 
talvolta rivelare una sua tendenza erronea personale, 
o seoprirvi un vizio causa di errori « sistematici ». 
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Gli esami. 


1. Doveri morali dell'esaminatore. — 2. Accuse vecchie e 
nuove contro i metodi d’esame. — 3. Difficoltà di miglio- 
rarli nei grandi istituti. — 4. Difficoltà provenienti dall’in- 
dole della materia. — 5. Difficoltà provenienti dagli inse- 
gnanti. — 6. Inconvenienti dei metodi usuali. — 7. Precau- 
zioni per diminuire quegli inconvenienti. 


1. — Fra gli atti della vita scolastica, gli esami 
presentano la massima importanza; sia per l’esaminando, 
il quale concentra nel loro esito la somma dei suoi 
interessi e delle sue aspirazioni, sia per l’esaminatore, 
che «con essi esercita la tutela dei diritti della Scuola 
e della Società. 

Nelle prove seritte, la materia di giudizio può essere 
ponderata con criteri relativamente costanti ed ogget- 
tivi, come il numero degli errori, l'esattezza dei risul- 
tati, la formazione di graduatorie. Ma nelle prove orali, 
la necessità di formarsi in breve tempo un'opinione 
sicura sulla capacità dell'esaminando, talvolta comple- 
tamente sconosciuto, implica una grave responsabilità 
e richiede grande esperienza ed elevata coscienza. 

Quindi il primo dovere del giudice scolastico è di 
scacciare dalla mente il ricordo di raccomandazioni 
ricevute, o di passate mancanze disciplinari dell’esa- 
minando, per liberare il suo animo da ogni predispo- 
sizione favorevole o sfavorevole, che possa turbare la 
sua imparzialità. Nè deve preoccuparlo il pensiero di 


MR LI. È 


GLI ESAMI 49 


proporre ai candidati questioni nuove ed eleganti, per 
far mostra del suo sapere davanti ai colleghi della 
commissione esaminatrice, i quali invece se ne infasti- 
direbbero. 

Cortesi debbono essere i modi: l’esaminando, nel 
momento in cui si decide forse il suo avvenire, ha di- 
ritto di essere trattato con riguardo. E neppure qu lle 
risposte erronee, che rivelano una grande deficienza 
del candidato, debbono offuscare la serenità del giu- 
dice. La sentenza deve scaturire da una convinzione, 
non da un apparente sfogo di dispetto. 

Nelle prove dei privatisti, l’esaminatore deve accet- 
tare quelle esposizioni, che seguono metodi diversi dai 
suoi, poichè un insegnante colto è obbligato a cono- 
scerli, o ad impadronirsene subito; e deve limitarsi a 
rilevare ciò che risulta erroneo rispetto ad esse, non 
ciò che sta in opposizione del suo metodo preferito. 

Questi temperamenti nelle forme esteriori dell’azione 
esaminatrice, non escludono una giusta esigenza della 
sostanza, 

Come nella grande industria, i cascami e i detriti 
vengono eliminati, durante la preparazione dei prodotti 
superiori, ma vengono più tardi utilizzati per industrie 
minori, così nella scuola gli elementi inetti debbono 
essere arrestati dall'opera vagliatrice dell'esame. Essi 
potranno poi, come i caseami industriali, riuseire ugual- 
mente utili alla Società, dedicandosi a professioni più 
modeste e ai traffici, e costituendo, per così dire, il 
materiale greggio di quell’edifizio, di eui gli eletti della 
scuola formeranno l’ornamento. 

Passiamo ora a studiare i metodi di esame, 

2. — Stabilito che la scuola debba avere per fine 
la formazione di una salda cultura dell’intelletto, l’e- 
same dovrà servire per constatare se tale fine è stato 
raggiunto, ed in quale misura. E poichè la cultura è 
costituita più dalle traccie stabili lasciate da un lungo 
esercizio di pensiero, che dagli strumenti intellettuali 

Lroxi — Matematica. 4 


Pi è 


50 cAPITOLO V 


adoperati, l'esame dovrà indagare l’esistenza di quelle 
tracce; cioè cercare piuttosto quanto si è pensato, e 
ben assimilato, che ciò che si ricorda superficialmente. 

< Que nous sert-t-il d’avoir la panse pleine de viande 
«— scriveva il buon Montaigne — si ella ne se digere, 
< si elle ne se transforme en nous, si elle ne nous aug- 
«mente et fortifie? ». 

Invece, nella maggior parte dei casi, la prepara= 
zione all'esame si riduce ad un insaccamento di ma- 
teria, più o meno indigesta. In un giorno determinato, 
il sapere dell'alunno deve essere enciclopedico — per 
averne la prova basta scorrere le tesi (estese ai 3 anni 
di corso per i privatisti) delle otto materie della li- 
cenza liceale in certi istituti — e siccome ciò è im- 
possibile, l'esame diventa, in quei casi, un giuoco di 
fortuna. 

« Un esame, — seriveva il Marchesini sul Corriere 
« della Sera del 7 luglio 1912, — che si stacchi dal 
« corso dell’anno scolastico, figurando come cosa @ sè, 
«non scevra di accidentalità, ossia come prova essen- 
« zialmente rischiosa; un esame che con il peso e l’in- 
« gombro talora enorme della materia, opprime le menti 
« degli scolari, quando pure non ne compromette la 
« salute fisica, è effettivamente un istituto odioso, una 
< condanna, una pena, a cui ragione e umanità si ribel- 
< lano ». 

E più recentemente, nel Congresso Nazionale dei 
Padri di famiglia in Milano, il Sen. Foà diceva: 

« Troppo ci preme di presentare l'uomo attuale, e 
« troppo trascuriamo l’arte di produrre l’uomo poten- 
«ziale, il quale abbia larghi mezzi suoi proprii per 
«cimentarsi da solo nella vita e per trasformarsi, ove 
« gli occorra, in autodidatta senza aberrazioni di metodo 
«e di aspirazioni ». 

Queste accuse non sono nuove: fin da un secolo fa, 
il Lacroix criticava con ugual forza i metodi d'esame 
dei suoi tempi, che avevano gli stessi difetti dei nostri. 
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Ìl Lagrange diceva, durante le sue lezioni alla Scuola 
Politecnica, che non si sarebbe sentito di superarne 
eli esami di ammissione. "lutti i grandi pedagogisti 
hanno scagliato le loro freece contro i metodi d'esame; 
chi li disse « orgie mentali », chi li chiamò « rigurgi- 
tazione di materia mal digerita ». 

Qui si presenta una domanda analoga a quella, che 
ci faremo a proposito dei bei consigli sui metodi per 
migliorare l’insegnamento della matematica. Come av- 
viene, che le giuste e antiche aceuse contro i metodi 
l’esame restino senza effetto? 

Recentemente, contro la nuova Legge, che ripristi- 
nava gli esami, scoppiarono in tutta Italia rumorose 
manifestazioni, che provano il terrore dei giovani per 
quella forma di giudizio. Eppure questa Legge pareva 
imposta, si può dire, da un eoneorde movimento della 
Famiglia e della Scuola, e nell’art. 2 essa prescrive 
all'esaminatore di tener conto del criterio sintetico, 
formato sul candidato, in base alla sua attività durante 
l'anno scolastico. Ma all’atto pratico, l'antico timore ri 
sorge. Sono ingiustificate queste prevenzioni «dei giovani? 

La risposta a queste domande involge una compli- 
cata questione, che ha radiei nell'ordinamento stesso 
della Scuola e nelle condizioni psicologiche dei suoi 
insegnanti. 

3. — Intanto, cominciamo ad osservare che, se lu 
distinzione fra cultura, nel senso di acquisto di abilità 
e criteri generali, e sapere, nel senso di somma di co- 
gnizioni particolari, è chiara in teoria, non è facile 
ad essere constatata in pratica. Per l’esaminatore, os- 
serva il Payot, è ben più facile accertare, se lo sco- 
laro sappia questo, poi quest'altro, e poi quest'altro 
ancora, che portare un giudizio sul suo valore come 
spirito (1). 


(1) Payot, Educazione della volontà, vers. italiana, pag. 321. 
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Per compiere questa indagine nei grandi istituti, 
nei quali appunto sarebbe più necessaria per l'ineer- 
tezza dei giudizi, che sì possono formare nell’anno colle 
rare interrogazioni, l’esaminatore dovrebbe sottomettersi 
ad una fatica estenuante. Invece di fare delle domande, 
aspettando passivamente la risposta, egli dovrebbe im- 
provvisare dei brevi saggi di applicazione, i quali do- 
vrebbero essere continuamente variati, per evitare che 
gli esaminandi potessero prevederli. Dovendo poi il 
giudizio definitivo risultare dalla sintesi delle diverse 
impressioni elementari raccolte durante la prova, e 
durando questa parecchi minuti, oceorre che l’esamina- 
tore, veramente eoscienzioso, sappia fissare e conser- 
vare nella sua mente quelle diverse impressioni, per 
farne, per così dire, la media. Tutto ciò richiede una 
costante lucidità di mente, ed esige uno sforzo che 
dovrebbe prolungarsi per molte ore nella giornata e 
per molti giorni consecutivi. Si comprende quindi, come _ 
non tutti gli insegnanti sentano, nella loro coscienza, 
l'obbligo di sottoporsi a quello sforzo prolungato, e 
che molti, pur volendolo, non lo possano. E contro 
questa impossibilità, causata dalla pletora dei grandi 
istituti, tutte le helle raccomandazioni pedagogiche re- 
steranno sempre lettera morta. 

4. — Ma vi è un’altra difficoltà, proveniente dal- 
l'indole della materia; Per le scienze descrittive, ad esem- 
pio, per la mineralogia, in che cosa consisterà la cul- 
tura? 

In ordine filosofico, sarebbe l'acquisto dei concetti 
generali di classificazione, comparazione, subordina— 
zione; la convinzione della loro utilità metodica, la 
formazione dell'interesse empirico, dello spirito di os- 


. servazione e del sentimento dell'armonia. delle leggi 


naturali. 

In ordine sperimentale, l’abilità pratica di saper ri- 
levare, per mezzo dei caratteri fisici, chimici, morfo- 
logici, la specie e il genere, cui appartiene un dato 
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minerale sconosciuto. È possibile poter constatare una 
yarte sola di questi risultati, con una prova di pochi 
minuti? Basta pensare che la più semplice analisi chi- 
mica può esigere delle ore; che gli apparecchi, i rea- 
genti, nelle nostre scuole classiche, non si lasciano mai 
a portata degli studenti, e che scarseggiano peri bi- 
sogni stessi degli insegnanti. 

allora? L'esame resterà la solita pappagaliesea 
descrizione di minerali mai visti, e conosciuti soltanto 
dalla posizione che occupano nelle seatole e negli scaf- 
fali del Gabinetto di scienze naturali. 

L'indole della matematica invece, consente facilmente 
di dare all'esame quell'indirizzo esercitativo o applica— 
tivo, che meglio risponde ai fini dell’insegnamento. 

La constatazione delle abitudini intellettuali è facile 
e pronta; dal modo e dal tempo con cui il candidato, 
risolve un’equazione o espone una dimostrazione, si 
può dedurre l'intensità e la quantità delle applicazioni. 

L'attenzione dell’esaminatore deve rivolgersì, non 
tanto a ciò che l’alunno rieorda, quanto agli adden- 
tellati stabili, fissi nella sua mente, sui quali appoggia 
le sue risposte. Qualunque sia il panico, che possa in- 
vadere il candidato, questi non può, per esso, perdere 
la pratica nell’uso degli algoritmi e delle regole arit- 
metiche e algebriche. 

È facile assicurarsi se il candidato, negli sviluppi 
di calcolo, procede meccanieamente per effetto mnemo- 
nico, 0 si rende ragione delle singole trasformazioni. 
Basta seguire attentamente la direzione del suo sguardo; 
nel 1° caso, esso sarà unicamente rivolto al punto 
in cui scrive, perchè la memoria. suggerisce le for- 
mule; nel 2° caso, l'occhio andrà cercando, nelle espres- 
sioni precedenti, gli elementi che oceorrono per le so- 
stituzioni e gli sviluppi, che si serivono. 

Nella parte espositiva, l'insegnante può, ove occorra 
suggerire gli argomenti dimostrativi, ed osservare al- 
tentamente l’uso che sa farne il candidato. 
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Leggiamo nella « Mathématique » del Laisant, che 
il Lacroix, per prevenire l’abuso della memoria e di- 
minuire l'influenza nefasta della timidità, consigliava 
di lasciare il testo nelle mani dell’esaminando, invi- 
tandolo a spiegarne qualehe capitolo, e a rispondere 
alle osservazioni rivoltegli. Noi approviamo questo 
metodo; purchè l’esaminatore sia vigile e sicuro di se 
stesso; altrimenti l'esame potrebbe convertirsi in una 
commedia. Dal modo stesso e dalla prontezza colla 
quale il candidato cerca nel libro la risposta alla que- 
stione propostagli, si può giudicare la quantità del- 
l'applicazione e dell’uso fatto del testo. Così talvolta 
verrà dato all’esaminatore di riscontrare che le pagine, 
corrispondenti a qualche argomento fondamentale, sono 
ancora da tagliare, oppure rivelano manifestamente di 
non esser state mai lette (i ragazzi lasciano sempre 
tracce evidenti, e non sempre pulite, sui fogli che 
hanno studiato); in tal caso non gli sarà difficile for- 
mulare, in tutta coscienza, il suo giudizio. 

5. — Ma oltre le difficoltà provenienti dagli agglo- 
meramenti eccessivi delle grandi sedi e dall’indole di certe 
materie, vi sono quelle provenienti dalle abitudini men: 
tali di certi insegnanti. L'inchiesta parlamentare per 
la riforma dell’insegnamento francese ha raccolto molti 
curiosi e divertenti episodi d’esame, che potrebbero 
verificarsi anche in Italia. 

Vi sono esaminatori, che non possono assaggiare, 
per così dire, il valore del candidato con brevi que- 
siti, scelti saltuariamente, e slegati fra loro; poichè 
hanno bisogno essi stessi di rievocare gli argomenti 
nell'ordine della loro esposizione tradizionale, ed attra- 
versarli uno dopo l’altro, per via di associazione psi- 
chica. Così impiegano molto tempo, oltrepassando quasi 
sempre, senza accorgersene, i limiti orari fissati dal 
regolamento; mentre poi trovano troppo lungo l'esame 
dei colleghi, anche se contenuto in quei limiti, 

La loro piccola psiche, ormai fossilizzata in quegli 
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strati scientifici, sotto i quali giace da tanti anni, si 
compiace di restarvi a lungo; così essi dimenticano la 
loro funzione di giudici, per il piacere di ripetere per 
la millesima volta quella lezioneina, che dovrebbe su- 
scitare l'ammirazione dei colleghi della Commissione 
esaminatrice. 

Il lasciare il candidato privatista libero d'avviarsi, 
nell'argomento propostogli, secondo la via da lui cono- 
sciuta (che molte volte non può condannarsi a priori), 
potrebbe essere pericoloso per essi, trascinati in un 
terreno nuovo. Non è sempre facile scoprire, lì per lì, 
l'errore in quelle infinite ed imprevedibili tortuosità 
scientifiche, che creano i bizzarri cervelli dei ragazzi; 
e allora quegli esaminatori si irritano, e... bocciano. 
Così sì spiegano le riprovazioni di giovani intelligenti, 
incapaci di preparazioni pedantesche, o insofferenti di 
ricalcare servilmente la traiettoria mentale dei loro 
giudici. Ognuno di noi, che conservi nette le impressioni 
degli esami subìti nella sua vita, ricorderà di aver 
incontrato qualeuno di questi tipi di esaminatori, € 
avrà osservato che i giudizi, portati da essi su di lui, 
non furono conformi al vero stato della sua prepara- 
zione. 

Sperare che questi tipi possano sparire dalla scuola, 
è assurdo: essi sono il prodotto della scuola stessa, 
Lavoratori zelanti in generale, ma presuntuosi e irrì- 
giditi dalla lunga « routine » dottrinale, essi hanno 
lentamente subito l’opera inerostatrice del loro sapere 
uniforme e invariabile, che si è cristallizzato nel loro 
spirito, rivestendolo di una seconda natura. Staccare 
un brano di quella scorza indurita di definizioni e di 
regole, equivale a ferirli nel più vivo dell'animo. 

6. — Dopo aver studiato quale dovrebbe essere la 
forma ideale dell'esame, passiamo a studiarlo nella sua 
realtà, cioè come l’ineubo degli scolari, la grande pre- 
occupazione delle famiglie. 

Basta rievocare quelle scene scolastiche, cui siamo 
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abituati nelle torride giornate del luglio e nelle tristi 
tornate autunnali. 

Quanta diversità di atteggiamenti, quale orgasmo 
interiore in quei giovani, che s'aggirano pei corridoi 
delle nostre scuole! 

Gli uni, gli studiosi, preoccupati da quell'amnesia 
apparente che, pel predominio dell’emozione, sembra 
paralizzare la mente, consultano febbrilmente testi ed 
appunti. Gli altri, i negligenti, più calmi, studiano l’am- 
biente, s'informano dei quesiti più probabili e dell'umore 
degli esaminatori, e preparano le armi dell’intrigo. I 
primi temono di veder disconosciuta la loro fatica, i 
secondi sperano di veder trionfare la loro audacia. 

Se l’esame si riducesse ad una valutazione della po- 
tenzialità del candidato, invece che del rigore di de- 
terminate risposte, quei timori e quelle speranze non 
avrebbero ragione di esistere. La potenzialità di uno 
spirito, cioè lo stato della sua cultura, non è certo mo- 
dificabile per uno studio affrettato e febbrile di poche 
ore. Ma queste possono servire per accrescere quel- 
l’instabile carico mnemonieo, che vale per la prova ; 
perciò spesso i candidati lottano per ritardare, anche 
di poco, l'istante del cimento; sapendo che quel ritardo, 
speso in una rapida lettura, può cambiare la proba- 
bilità dell'evento, che desiderano. 

{Poichè l’esame, col sistema nostro delle tesi, rac- 
{ chiude sempre un elemento aleatorio. A quest’alea 

[ sfuggiranno certo gli estremi, cioè gli ottimi e i pes- 
Simi; ma fra essi, quante gradazioni di merito, che, 
pel caso di un quesito o pel turbamento di un istante, 
possono facilmente invertirsi nel concetto dell’esami - 
natore! 

Questi inconvenienti non esistono solo fra noi. 

« Le baccalaurgat, rilevasi nell'inchiesta Francese già 
« citata, en raison méme du grand nombre des concur- 
«rents et de la rapidité des interrogations, devient de 
« plus en plus, une loterie. Les élèves le savent bien et 
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« sortent du college imbus de cette idée; qu'il en est 
« de la vie entière comme du baccalaurgat, que tout 
« s'y décide par chance ou par protection » (1). 

Begli effetti educativi! 

7. — Forse in ciò vi ha dell’esagerazione ; poiché 
siamo convinti che, anche coi metodi usuali, la dirit- 
tura e l’esperienza dell'esaminatore possano ridurre al 
minimo la probabilità di un errore nel giudizio. E 
questa dirittura, e questa esperienza debbono essere 
ammesse, per definizione, diremmo quasi, nell'educatore; 
se si negano, tutti i metodi d'esame condurranno allo 
stesso risultato, cioè al trionfo degli intrighi e della 
fortuna cieca. 

Sventare i calcoli dei furbi chiacchieroni, che rag- 
girano le domande esponendo cose che non furono ri- 
chieste; rincuorare i timidi che non osano farsi ripetere 
le interrogazioni, che non hanno intese; porre le que- 
stioni semplici e chiare, accertarsi se furono ben af- 
ferrate, e lasciar tempo alla risposta. Nelle scuole in- 
feriori, sarà prudente far ripetere la domanda al bam- 
bino stesso esaminato, poichè nella mente di molti 
ragazzi, lo sforzo per la ricerca della risposta, fa sva- 
nire l’idea della domanda; e difatti si potrà talvolta 
riscontrare, richiedendo quella ripetizione, che essi pen- 
sano a cosa diversa da quella proposta. 

Con queste precauzioni, le probabilità di errore nel 
giudizio verranno diminuite. 

Un esame ben condotto deve rendere l’esaminando 
stesso conscio del suo esito; indurlo cioè a giudicarsi 
da sè, prima di essere giudicato dall’esaminatore. Questi 
non deve apparire come un inquisitore spietato, che 
cerchi pretesti per la condanna; ma come un giudice 
benevolo, che desidera raccogliere prove per l'assolu- 
zione. E deve ricordarsi che anch'egli, un giorno, se- 


(1) T..I; II, pag. 391. 
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dendo al posto dell'alunno, trepidò per la propria sorte; 
e che solo la coscienza di aver di fronte a sè un 
esaminatore onesto, riusci a dissipare quella trepida- 
zione. 

Così l’esame cesserà di spaventare eccessivamente 
gli alunni, che sanno di aver fatto il loro dovere. Ma 
questo timore non potrà sparire completamente, finchè 
i metodi d’esame non siano ispirati a quei criteri ideali, 
dei quali abbiamo parlato. 

Questa trasformazione non potrà compiersi che len- 
tamente. 

Per ora è da augurarsi, che gli insegnanti procu- 
rino di avvicinarsi ad essa, riflettendo che la Società 
loro richiede di formare degli uomini liberi e pensanti, 
non dei meccanismi di riproduzione, 
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Sul valore educativo della matematica. 


1. Valore intrinseco e valore formativo di una conoscenza. 
— 2. I due indirizzi di cultura, — 3. Accuse contro lo spi- 
rito matematico. — 4. Difesa dell’insegnamento da quelle 
accuse, — 5. Impossibilità di una educazione logica della 
mente. — è. Fine generale dell’insegnamento matematico 
elementare. — 7. Utilità morale del calcolo della probabilità. 
— 8. Fine particolare di preparazione alla Università. 


1. — In una conoscenza qualunque, che sia oggetto 
d'insegnamento, sì suole distinguere il suo valore in- 
trinseco, ossia la sua immediata applicabilità rispetto 
ad un fine (economico o scientifico od estetico), dal suo 
valore formativo, cioè dal suo grado di efficacia edu— 
cativa delle facoltà intellettuali. Nelle diverse cono- 
scenze potrà essere prevalente l’uno o l’altro valore; e, 
mentre il primo sarà sempre accompagnato, in misura 
variabile, dal secondo, potrà avvenire che questo sus- 
sista senza il primo (1). 


(1) Abbiamo detto valore intrinseco (positivo, utilitario), in- 
vece di informativo, parendoci che il concetto di « informa- 
zione » si basi piuttosto sulla curiosità o attrazione, che può su- 
scitare una cognizione, per se stessa, che sull'uso pratico, che 
di essa può fare la generalità degli uomini. E diciamo la gene- 
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La scuola di cultura generale, avendo per proprio fine 
la costituzione di certe abitudini e di certe abilità nella 
mente dell'alunno, più che la sua istruzione in partieo- 
lari ordini di cognizioni, dovrà considerare come pre- 
valente, nei suoi insegnamenti, il loro valore formativo. 
Ma poichè le tendenze della società moderna sono 
principalmente rivolte alle conquiste tecniche e alla 


ralità, poichè, come non esistono rudimenti di cognizioni indi- 
spensabili a chiunque (salvo il saper contare, leggere e scrivere), 
così la più insignificante nozione o la lingua più ignorata può, 
in casì particolari, essere utilissima per qualcuno. 

Il criterio utilitario ci pare più obbiettivo, e quindi maggior- 
mente suscettibile di consenso generale, mentre quello informa» 
tivo ha un carattere più soggettivo. P. es. l'apprendimento di 
una lingua poco diffusa fra noi è certamente informativo, ma 
non è utilitario per la maggior parte degli italiani. 

L'apprezzamento del valore formativo è completamente inde- 
terminato ; generalmente esso si fonda su esperienze introspettive 
individuali e sulla tradizione, cioé su elementi alquanto incerti. 
Fu osservato che ogni cognizione è ad un tempo formativa ed 
informativa, ed è giusto: non si può apprendere una notizia ci 
fatto senza esercitare la mente, e non si può esercitare la mente 
senza pensare a qualche cosa, che può essere insignificante e per- 
fettamente inutile, ma costituisce pur sempre un dato di più 
nella sfera delle nostre cognizioni. Questa fusione dei due carat- 
teri distintivi delle conoscenze è assai meno intima, adottando 
la nostra distinzione tra il valore intrinseco e quello formativo, 
poichè il pensare a qualche cosa di inutile ai più, non ha, per 
noi, alcun .alore intrinseco. La distinzione usuale è psicologica, 
la nostra è teleologica. Anche questa ultima viene a cancellarsi, 
se si prescinde dall'ordine del fine; poichè pure l'istruzione for- 
mativa ha un fine utilitario secondario, in quanto, rafforzando i 
poteri intellettuali, rende più facile e stabile l'acquisto delle stesse 
conoscenze positive; cosicchè i vantaggi conseguiti con essa pos- 
sono, di fronte alla pratica stessa, superare quelli ottenuti per 
informazione diretta. Ma la seuola non può presumere quell'ac- 
quisto posteriore delle conoscenze utili, poichè dopo di essa gli 
alunni potrebbero averne immediato bisogno, e quindi non avreb- 
bero né tempo né voglia di servirsi della loro formazione poten- 
ziale; la scuola deve procacciare quell’acquisto, in misura diversa 
secondo i tipi, essa medesima, 
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esplicazione di tutte le forze vive direttamente utili alla 
vita, educando ha diritto che, anche nella scuola 
stessa di cultura, le sue energie interne non vengano 
disperse con fatiche prive di qualsiasi utilità diretta. 

« Non è lecito dimenticare, in omaggio allo spirito, 
« nè la natura umana, nè la vita sociale, con la loro 
« rispettiva efficienza, perchè si mutilerebbe, per tale 
« oblio, pur l’anima dello scolaro, il quale oggi più ehe 
« mai vuol vivere pure esteriormente, e ha il diritto 
« d'essere addestrato ai necessari e decorosi adattamenti 
« che la vita sociale richiede » (1). 

La ricerca di un fine primario o secondario, adeguato 
ai bisogni futuri dell’educando, costituisce dunque, in 
ultima analisi, il eriterio fondamentale per la scelta delle 
cognizioni destinate all’ insegnamento. Ma tale scelta, 
sia per il continuo incremento dello seibile dovuto allo 
sviluppo della scienza e della civiltà, sia per le possibili 
divergenze di opinioni nell'applicazione del eriterio finale 
dell’utilità individuale o sociale, assume una crescente 
difficoltà. 

2. — Ciò spiega la formazione di due distinte ten- 
denze educative, fra i difensori della cultura, corrispon- 
denti a due scelte diverse delle conoscenze, destinate 
all'insegnamento. Gli uni, dubitando che gli antichi 
strumenti di coltura, cioè gli studi classici e filoso- 
fiei, possano garantire la formazione intellettuale in 
modo corrispondente alle moderne esigenze, preferiscono 
fondare la cultura sulle cognizioni scientifiche e le 
lingue moderne, che almeno rendono sicuri i vantaggi 
immediati. Gli altri, negando a queste nuoye conoscenze 
l'efficacia formativa, restano attaccati alla tradizione, e 
propugnano l’indirizzo classico; ritenendo che il com- 
mercio spirituale col mondo antico sia più atto ad una 
elevata educazione intellettuale e morale. 


(1) GrovannIi MarcuEsinI, Rivista Pedagogica, ottobre 1913, 
pag. 679. 
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Non è qui il luogo di riassumere le discussioni fatte 
sull'importante argomento, sopra accennato; tanto più 
che gli uni e gli altri si accordano nel riconoscere, 
benchè in diversa misura, la necessità degli studi di 
matematica elementare, di cui vogliamo occuparci. Poichè 
questa scienza si impone ai modernisti per le sue ap- 
plicazioni alla vita, alle scienze, alle arti; nè possono 
diseonoscerla i classicisti, memori dell’alto onore, in cui 
fu tenuta dalle scuole di Grecia e dagli educatori 
di tutti i tempi. « Mirabile esempio di una ragione pura, 
che s'estende da se stessa », come disse Kant, difesa 
dall'azione incerta dei sensi, essa è la sublime maestra 
del vero. 

Ma, più che all'utilità immediata delle sue ceonse- 
guenze ed alla nobiltà delle origini, la scienza mate- 
matica deve il suo alto pregio pedagogico alla sua grande 
efficacia formativa, universalmente riconosciuta. 

3. — Nessuno può negare allo studio delle dimostra- 
zioni matematiche la necessità di una intensa concen- 
trazione del pensiero, e quindi l'esercizio dei poteri più 
elevati dello spirito; senonchè, come avviene delle cure 
troppo energiche, che spesso sollevano proteste, così da 
alcuni si vuole imputare a quello studio un eccesso di 
azione formativa, o meglio un'azione troppo unilate- 
rale, quindi dannosa per le altre manifestazioni intellet- 
tuali. 

Anche nei comuni discorsi, spesso si sente rilevare 
con sorpresa il fatto (d’altronde assai frequente) di ma- 


| tematici, che sono pure musicisti od appassionati eultori 


d'arte in genere; e questa sorpresa è frutto di una 
credenza assai diffusa in una incompatibilità fra l'arte 
e la scienza, fra la poesia e la logica. 

« Le matematiche — scrive il Fornelli —, svilup- 
« pano la ragione astratta e sillogistica e questa nep- 
« pure in tutta l'estensione sua; alle altre guise di 
« ragionamento questo esercizio potrà bensì giovare indi- 
\« rettamente, mentre gli esercizi diretti ed appropriati 
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sono indispensabili per mettere in atto le altre guise 
di ragionamento. Tutti infatti sanno come siano difet- 
tosi gli scienzati di matematica, quando non ragio- 
nano più della loro scienza, e quanto più una cosa di 
cui ragionano è lontana dall’indole dei loro studi, 
tanto più si dimostra inappropriata la mente loro a 
ragionarne con competenza, salvo il caso di anteriore 
tirocinio, Essi sono esclusivi e dogmatiei; li confonde 
e lì stordisce la complessità, che può accompagnare 
un fenomeno od un avvenimento; e nella vita pratica 
massime dove è necessario di tener conto di tanti 
elementi diversi del giudizio, il buon senso esercitato 
del popolo si comporta assai meglio della ragione 
sillogistiea dello scienzato » (1). 

Anche il Le Bon, nella sua Psychologie de l'Education, 
maltratta i matematici cogli stessi argomenti: 

« Les mathématiques peuvent développer le goùt des 
« raisonnements subtils, mais il est faux qu’ elles exer- 
« cent le jugement. Les mathématiciens les plus éminents 
« ne savent pas souvent se conduire dans la vie et sont 
« embarassgs par les choses les plus simples » (2). 

E dopo ciò cita l'esempio del Laplace, che fece così 
cattiva prova nella carica di amministratore, alla quale 
l'aveva designato Napoleone; la qual cosa, naturalmente, 
non prova nulla. Però, anche qualche matematico ribadi 
l'accusa: a pag. 418 della Relazione della Commissione 
Reale pel riordinamento degli studi medì, si legge che 
il Castelnuovo « paragona la matematica alla ginnastica 
antica che sviluppava certi organi del corpo a danno 
di altri (3) ». 


%& 2 & A 


LS 


A 


A & & a & & & R 


(1) Educazione moderna, 2% ediz., 1906, pag. 330. 

(2) V. pag. 301, Edit. 1912. 

(3) Abbiamo citato lavori recenti, per riferire le principali accuse 
contro le caratteristiche spirituali dei matematici. Ma esse non 
sono nuove ; la storia della filosofia registra una lunga serie di 
accusatori di tutti i tempi, più o meno violenti. Se ne può ve- 
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Oltre le accuse di ordine intellettuale, si hanno quelle 
di ordine sentimentale. Il Ribot, nella sua Psicologia 
dei sentimenti, accusa « î grandi manipolatori di astra- 
« zioni, confinati nella speculazione pura, di ridurre la 
« loro vita ordinaria ad una monotona vicenda, da cui 
« sono eselusi, per quanto è possibile, l'emozione, la pas- 
« sione, l'imprevisto dell’azione » (1). 

Gente pacifica, amante del quieto vivere, sarebbero 
dunque i matematici, Ed anche cattivi serittori, secondo 
un matematieo, il Laeroix (il quale però, quantunque 
matematico, scriveva benissimo); poichè nel suo famoso 
Essai sur l’enseignement, si legge: 

« Gli uomini dotati di viva sensibilità e mobile im- 
< maginazione spesso ripudiano quei calcoli astratti dove 
<« trovano una aridità faticosa della quale sono rara- 
«mente compensati dai risultati finali. L’abitudine di 
«ragionare su argomenti, dove la maggior parte dei 
« vocaboli, rigorosamente definiti, non hanno sinonimi, 
«e dove i concetti sono cireoseritti in limiti troppo 
< precisi per prestarsi alle similitudini, le quali abbrae- 
< bracciano sempre un po’ più o un po’ meno del con- 
<« cetto ch'esse dovrebbero render sensibile, sembra con- 


dere una raccolta sistematica nella memoria sullo Studio delle 
matematiche, che l'Hamilton pubblicò nel 1886. Oltre gli argo- 
menti già riferiti, l'autore tende a dimostrare, con abbondanza 
di citazioni, che i matematici sono propensi a cadere nell’uno 0 
nell'altro di questi estremi: la credulità o lo scetticismo, © 
quindi nel misticismo o nell’ateismo, Alla matematica, come stru- 
mento di cultura, non riconosce che il valore di correttivo della 
distrazione, poiché essa, usandone però parcamente, conferisce 
l'abitudine dell’attenzione sostenuta. 

Si deve però osservare che lo scritto dell’Hamilton ha un ca- 
rattere polemico, esso mira a condannare l’indirizzò educativo 
dell’Università di Cambridge, che era basato quasi esclusivamente 
sullo studio della matematica (Cfr. Wir Hamivron, #ag- 
ments de philosophie, trad, franc.). 

(1) Versione italiana, p. 38. 
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« durre lo spirito ad una struttura priva di quelle 
« immagini, che danno vita e moto allo stile » (1). 

Veramente queste accuse riguardano piuttosto i ma- 
tematici educatori che gli educandi; ma, ove fossero 
provate assolutamente, colpirebbero indirettamente anche 
lo spirito dell’insegnamento matematico, mostrandone i 
dannosi effetti in coloro che ne hanno maggiormente 
approfittato, Importa quindi esaminare quelle accuse, 
per scoprire e ben circoscrivere quella parte di giusto, 
che esse possono contenere; affinchè la loro portata, 
male intesa, non si estenda a pregiudizio di quel valore 
educativo della matematica, ehe vogliamo difendere. 
Qual pregio infatti avrebbe uno studio, che può pro- 
durre simili effetti restrittivi della piena esplicazione 
della mente, turbando l’equilibrio di quello sviluppo ar- 
monieo di tutte le sue facoltà, che è fine precipuo del- 
l'istruzione? 

4. — Anzitutto non sarebbe difficile opporre, alle 
asserzioni sopra citate, numerosi esempi di matematici, 
che seppero dirigere con successo le loro energie a campi 
svariati delle scienze, delle lettere e dell’azione. Molti 
dei grandi nomi della storia delle matematiche stanno 
a provarlo. 

Ma noi conveniamo cogli autori citati, che il rin- 
chiudersi per tutta la vita nello studio uniforme della 
matematica pura, nutrendo esclusivamente la mente con 
speculazioni e calcoli astratti, e rifusgendo da alimenti 
ideali diversi, possa condurre agli ineonvenienti lamentati. 
Ogni eccesso, ogni esclusivismo, ogni esagerazione nuoce 
alla salute fisica, come a quella dell'intelletto. Ma tali 
danni, possono derivare solo dagli eccessi matematici? 
Le esagerazioni artistiche, i parossismi poetici non con- 
dueono forse ad effetti ancor più funesti? Se accettiamo 
collo Schlegel, che « il principio di ogni poesia è sospen- 
« dere il cammino e le leggi della ragione, immergersi 


(1) Pag. 28. 
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< nel bello smarrimento della fantasia, nel caos primi- 
«tivo delle idee umane », non sarà forse da augurarsi 
che da tali aberrazioni logiche confinanti col manico- 
mio, ci preservi l’ opera sanatrice delle scienze esatte? 
Noi lo pensiamo. 

Ma al canto del vero poeta, che sa far rivivere la 
storia dei padri e le glorie della patria, dipingere V'in- 
canto della natura, o svelare i segreti d’un’anima, non 
resterà insensibile il cuore del matematico, che, travolto 
anch'esso dall'onda più pura dei sentimenti umani, im- 
mergerà in essa le sue figure e le sue formule, e pian- L/ 
serà cogli altri. 

Stabilite le condizioni eccezionali, nelle quali potrebbe 
riuscire dannoso lo studio matematico, resta senz'altro 
escluso che esse possano presentarsi nella scuola, e in 
quella classica sopra tutto. 

Non è certo da temersi che quelle 2 o 3 ore setti 
manali, che i programmi concedono all'istruzione mate- 
matica, possano costituire nelle menti dei nostri alunni 
tendenze troppo esclusive; anzi è evidente che la loro 
azione resterà sopraffatta da quella preponderante delle 
discipline letterarie. 

5. — Dopo di aver difeso lo spirito dell'educazione 
matematica dai suoi aperti avversari, vogliamo pure 
difenderlo dai suoi amici, cioè da coloro che vogliono 
riconoscere a quell'educazione (considerata indipenden- 
temente da ogni sua applicazione scientifica 0 professio- 
nale) soltanto un carattere particolare di eccellenza 
relativa alla formazione dell'attività ragionatrice. Questa 
opinione è generale: si ritiene cioè che l’azione forma- 
tiva delle discipline storiche e letterarie sia diretta alla 
cultura del sentimento, dell'immaginazione, del gusto è 
delle più alte idealità, e quella delle scienze all’inere- 
mento dei poteri di osservazione, di riflessione e del 
senso pratico. Ciò presuppone che il nostro spirito sia 
come un istrumento a tasti, di cui ciascuno, abbassato 
separatamente, produee una data nota; cioè che una, 
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imateria determinata possa esercitare unicamente una 
particolare attività della mente, lasciando in riposo le 
altre. 

Per discutere questa opinione, per quanto riguarda 
la matematica, ci occorre indagare se sia possibile, con 
esercitazioni speciali, costituire nella mente un abito, 
che possa poi trasferirsi ad altre regioni del sapere, cioè 
considerarsi stabilmente acquisito. E possibile cioè creare 
una capacità non innata, non preesistente, nel dubbio 
metodico, nell’evitare l'errore, e nel perfetto concate- 
namento dei pensieri di ogni ordine? Sono note le 
affermazioni da Platone allo Stuart Mill, da Pascal a 
Cavonr, che rieonoscono questa’ possibilità. Ma queste, 
fondate sull’introspezione, non possono avere che un va- 
lore individuale, e ad ogni modo assai dubbio. Poichè 
il nostro stato intellettuale è ad ogni istante la risul- 
tante di tutti gli stati precedenti e di certe disposizioni 
congenite, per cui ci è impossibile risolverlo nelle sue 
componenti, per rieonoscere la parte che spetta a cia- 
scuna di esse, 

La questione posta involge anche la logica, consi- 
derata nel suo fine precettistico, cioè come l’arte di 
guidare il pensiero alla coerenza formale e alla ricerca 
del vero in ogni campo dell’ umana attività. Ma non 
tutti, fra i filosofi stessi, convengono sulla possibilità di 
quest'arte. 

La Logique de Port Royal riconosce che: « la plu- 
« part des erreur des hommes viennent bien plus de 
«ce qu'ils raisonnent sur des faux principes, que non 
< pas de ce qu'ils raisonnent mal sur ces principes. 
< Il arrive rarement qu'on se laisse tromper par des 
< raisonnements qui ne soient faux que parceque la 
« conséquence est mal tirée; et ceux qui ne seraient 
« pas capables d’en reconnaitre la fausseté par la seule 
« lumière de la raison, ne le seraient pas ordinairement 


< d’entendre les règles qu'on leur en donne et eneore. 
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Più caustico ancora è il Cartesio: 

« I sillogismi ed i precetti della logica — dice lil- 
« ustre inventore della Geometria analitica — servono 
«ad apprendere agli altri le cose che si sanno, e @ 
« parlare senza discernimento di quelle che si ignorano, 
« piuttosto che ad impararle » (1). 

Qualche ottimista invece, non solo riconosce la pos- 
sibilità di una educazione logica, ma arriva sino a de- 
rivarne la formazione del carattere, che è coerenza 
pratica, come disse il D' Azeglio, mentre la logica è 
coerenza teoretica. 

« Ce n'est pas par le raisomnement — osserva giu- 
« stamente il Le Bon — mais le plus souvent contre 
« ses suggestions qu'on expose sa vie avec héroisme ou 
< qu'on se dévoue à de nobles causes » (2). 

Quanti caratteri, anche di logici e matematici, sono lo 
« scandalo della ragione », come dice il Ribot; il prin- 
cipio di contraddizione non ha presa sui sentimenti. 

Con tanta diversità di opinioni relative alla questione 
posta, non vi sarebbe che una prova sperimentale per 
deciderla, così concepita: esaminare gli scritti e le azioni 
di due classi di uomini, di cui l'una avesse ricevuto una 


___—__ 


(1) Discorso sul Metodo, trad. del SarttA, p. 20. — Poco dix 
simile è l'opinione dello ScnopENHAUER: 

« Les régles de la logique n'enseignent que ce que chacun 
« sait et met en pratique par lui mème. Les défauts de notre raison- 
«< nement ne consistent presque jamais nì dans les conclusions ni 
« dans un autre vice de forme quelconque, mais bien plutòt dans 
«les jugements, c'est à dire dans la matière de penser. Les exigences 
« de la pratique ne nous laissent pas le temps de nous rappeler 
« les régles » (Le monde comme volonté et representation, Tra. 
duc. frane. Vol. II, p. 237). 

(2) Op. cit., p. 257. E il Beroson: « Les opinions auxquelles 
«nous tenons le plus sont celles dont nous pourrions le plus 
« malaisément rendre compte, et les raisons mémes par lesquelles 
« nous les justifions sont rarement celles qui nous ont déterminés à 
« les adopter » (Essai sur les données immédiates de la con- 
science, p. 101). 
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istruzione prevalentemente logica e matematica, l'altra 
fosse stata educata senza il concorso di queste scienze; 
e cercare quale delle due ha rivelato, nel complesso delle 
sue manifestazioni, maggiore conformità alle leggi su- 
preme della ragione e al culto del vero. Prescindendo 
dlall’impossibilità pratica di tale prova, noi erediamo che, 
compensandosi nel gran numero le disparità congenite, 
le due classi si equivarrebbero. 

Dopo di aver negato all'istruzione logica, sia sotto la 
forma precettiva, sia sotto la forma applicativa, ogni 
speciale influenza modificatrice delle tendenze intellet- 
tuali e morali, potrebbe restar dubbio sul suo valore, 
come addestramento dialettico, ossia come mezzo per 
far trionfare le nostre ragioni, buone o cattive che siano, 
nelle contingenze della vita pratica. Ma noi neghiamo 
anche questo valore, poichè vediamo ehe nelle pubbliche 
discussioni non sempre trionfa chi ragiona più coeren- 
temente; in esse la vittoria si consegue più facilmente 
con interruzioni seonclusionate ed improvvise deviazioni, 
le quali, appunto per la loro illogicità, riescono impre- 
vedute e turbano l'avversario, facendogli perdere il filo 
conduttore del suo discorso. In questi casi, più che il 
lento potere sceveratore della ragione disciplinata, vale 
il dominio dei propri nervi, la prontezza e la vivacità 
della replica. Resterà forse alla logica il trionfo nelle 
calme polemiche seritte, poste al riparo dalle sorprese; 
ma nel campo dell'azione, la sua utilità si riduce a 
nulla. D'altronde quali norme può essa offrire al pen- 
siero, per una particolare induzione o deduzione, nel 
caos dei fatti sociali, retti tutt'al più da leggi statistiche, 
fondate sul calcolo delle probabilità? 

« Nella vita — scrive Augusto Murri — una buona 
« ragione può essere, e deve essere, sempre riveduta, 
« perchè può riuscir meno buona domani, e perchè 
« nelle vicende del progresso umano non esistono as- 
« siomi » (1). petarnA SMI 7 


(1) Pensieri e Precetti, Bologna, Ed. Zanichelli. 
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6. — Noi erediamo dunque che tutte le discipline, 
purchè siano bene insegnate e ben studiate, esercitino 
ugualmente tutte le forme superiori dell'attività psichica. 
La traduzione e l’interpretazione di un passo di latino, 
dove l'alunno deve sforzarsi di scoprire il valore con. 
cettuale di ogni vocabolo, fra i tanti significati che gli 
offre il dizionario, per ricostruire il pensiero dell’autore, 
non è forse un esercizio logico? E lo studio dei feno- 
meni astronomici e dei moti molecolari, non è basato 
sul potere dell'immaginazione ideatrice? 

Lo spirito umano è un’unità indivisibile; non crediamo 
a facoltà diverse che possano essere addestrate separa- 
tamente, come si può addestrare separatamente la mano 
destra, poi la sinistra, di un allievo di pianoforte. Am- 
mettiamo bensì delle tendenze diversamente accentuate 
in una mente piuttosto che in un’altra, che si potranno 
chiamare attitudine all'osservazione, all’immaginazione, 
al raziocinio; ma innate, e non permutabili coll’eduea- 
zione. Questa, moltiplicando, con qualunque esercizio 
riflessivo, il vigore totale dello spirito, potrà. aecen- 
tuare maggiormente quelle tendenze, senza alterarne i 
mutui rapporti primitivi, e renderne consapevole il 
soggetto, il quale sarà tratto naturalmente a preferire 
quel nutrimento intellettuale che è più conforme ai suoi 
gusti. Così le tendenze esclusiviste dei matematici pro- 
fessionisti non sono che il risultato dello sviluppo di 
quei germi delle medesime tendenze, che li spinsero a 
dedicarsi alla matematica; e i loro difetti psichici non 
sono una conseguenza di questa scienza, ma di quella 
conformazione originaria del loro spirito, che li condusse 
a ripudiare gli altri ordini di pensiero. 

Ed errano così i laudatori, come i detrattori: poichè 
i primi, attribuendo alle esercitazioni geometriche la 
creazione di quelle qualità mentali, di cui si vantano, 
confondono la causa coll’ effetto; come un atleta, che 
attribuisse ai suoi esercizi muscolari la creazione dei 
suoi muscoli. 
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Ma questa maggior accentuazione delle tendenze non 
si rivela certo nella scuola; in questa si semina un po 
di tutto; gli atleti del pensiero sceglieranno poi. Sarebbe 
ridicolo ritenere che quei pochi teoremi, intravvisti 
nell'età giovanile, potessero menomamente influire sopra 
le disposizioni mentali, alterandone i rapporti preesistenti; 
convertendo, ad esempio, un ragazzo scervellato e in- 
capace di attenzione sostenuta, in un elegante risolutore 
di problemi geometrici. 

Riteniamo dunque che la matematica, sorella mag- 
giore per età tra le altre discipline educative, scienti- 
fiche o letterarie, non abbia, nel suo ufficio formativo, 
alcun fine particolare, che la differenzi dalle altre; soltanto 
i suoi mezzi esercitativi dello spirito, sono distinti. 

Essa è quindi strumento di quella cultura generale, 
senza la quale, come fu detto, la mente nei suoi acquisti 
di qualunque ordine farebbe bancarotta, come se ma- 
nipolasse moneta falsa o carta senza valore. Per i 
futuri scienziati ed ingegneri le sue cognizioni saranno 
un giorno seme fecondo di utili applicazioni; per tutti 
gli altri cultori dell’ intelligenza, essa rimarrà nascosta 
nella mente e dimenticata, ma non perduta; come il 
sovescio sepolto nel terreno, che ne moltiplica la pro- 
duttività in ogni genere di cultura. 

7. — Volendo poi far scaturire dallo studio della 
matematica qualche ammaestramento morale, si po- 
trebbe, a nostro parere, presentare nel Liceo gli elementi 
del calcolo delle probabilità e le loro applicazioni ai 
giuochi e alla previdenza. 

Difatti l’uomo, nella sua pazza corsa verso la feli- 
cità, travolto dal turbine delle passioni e dal miraggio 
di guadagni eccezionali, si lancia spesso in giuochi e 
speculazioni azzardate, donde potrebbe esser distolto, se 
conoscesse che la sua speranza matematica è enorme- 
mente inferiore a quella di altri eventi inevitabili, che 
insidiano costantemente la sua felicità e la sua stessa 
esistenza. Poithè è comune errore degli spiriti, poco 
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avvezzi alla riflessione, di illudersi facilmente, facendo 
assegnamento su eventualità propizie di verificazione 
difficilissima, e di non prevedere nè provvedere a do- 
lorose possibilità assai più temibili. Onde la matematica, 
assegnando il giusto valore d’aspettazione, che spetta a 
ciascuno di questi eventi, verrebbe a mantenere quegli 
spiriti in condizioni più vicine a quelle che incontreranno 
nella realtà, distruggendo quelle folli e pericolose chi- 
mere, e fomentando i saggi sentimenti della previdenza 
e della mutualità. 

Avremo occasione, più avanti, parlando delle scuole 
medie inferiori e delle elementari, di svolgere le nostre 
idee sullo scarso interesse degli alunni e sul valore 
morale dei problemi pratici. Nel Liceo però, sopra tutto 
nell'ultimo anno, i sentimenti utilitari cominciano a 
svilupparsi, e le questioni di denaro già si presentano 
‘a molti alunni in tutta la loro importanza. Per questa 
ragione, pur non credendo alla possibilità di trasformare 
un dissipato in un parsimonioso, ammettiamo l’effica- 
cia di quegli insegnamenti, che, anticipando alle menti 
\ inesperte la conoscenza dei vantaggi del risparmio e dei 
rischi dell'azzardo, possono servire di stimolo agli uni, 
di freno agli altri. 

8. — Fin qui abbiamo considerato la matematica come 
disciplina educativa delle facoltà intellettuali, cioè sotto 
il suo aspetto formativo, indipendentemente dall'uso pra- 
tico che gli alunni dovranno fare, dopo la scuola, dei 
suoi insegnamenti, ossia del loro valore intrinseco. Vo- 
lendo studiarla sotto questo punto di vista, cioè come 
fornitrice di speciali cognizioni positive, si entrerebbe 
nella questione dei programmi e degli ordinamenti sco- 
lastici, la quale esce dal campo didattico, inteso nel 
nostro senso ristretto, per entrare in quello economico 
e sociale. A noi interessa soltanto di esaminare il va- 
lore intrinseco degli insegnamenti matematici, rispetto 
all’utilità che essi possono avere per le necessità interne 
della scuola. 


è 
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Distinguendo queste scuole in quattro gradi: 1°. ele- 
mentare; 2°. medio inferiore; 3°. medio superiore; 
4°. universitario (facoltà scientifiche), troviamo che ognuno 
di questi gradi abbisogna di una certa preparazione 
tecnica, fornitagli dal rispettivo grado inferiore. E questa 
speciale preparazione, informativa, attuale, è caratteri 
stica propria della nostra disciplina. Ad esempio, nelle 
facoltà universitarie di giurisprudenza e di medicina, i 
Corsi cominciano la loro esposizione, partendo dalle no- 
zioni preliminari, e non fanno diretto appello a speciali 
nozioni delle scuole secondarie; 0, quando occorrono, le 
ripetono. Per essi basta la formazione mentale degli 
uditori, acquisita mediante il complesso delle diseipline 
studiate nel grado precedente. 

Ciò non basta per i Corsi della Facoltà fisico-mate- 
matica; le lezioni di algebra e di geometria analitica 
presuppongono, fin da principio, nell'uditore, non sola- 
mente una generica capacità intellettuale, ma una co- 
noscenza attuale e speciale dei metodi matematici ele- 
mentari; per modo che sì verifica spesso il fatto, che 
giovani intelligenti e colti, ma sprovvisti di quella co- 
noscenza, siano costretti ad abbandonare quelle lezioni 
ed iscriversi ad altre Facoltà. 

Vi è dunque un minimo di cognizioni essenziali, 
che ogni grado della scuola deve fornire al grado su- 
periore; cioè nel primo grado, le quattro operazioni fon- 
damentali dell’aritmetica; nel secondo, la ricerea del 
M. C. D. e m. e. m,, il calcolo su frazioni ordinarie, 
l'elevamento a potenza, l'estrazione di radice quadrata, 
e la nomenclatura geometrica; nel terzo, il caleolo let- 
terale, la risoluzione delle equazioni, la conoscenza dei 
logaritmi e delle fanzioni trigonometriche, e il possesso 
del metodo razionale, acquistato principalmente attra- 
verso la geometria elementare. 

Queste cognizioni acquistano dunque, sempre rispetto 
ai fini particolari della scuola, un valore intrinseco, 
oltre quello formativo che hanno in comune con tutte 
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le altre; quindi l’opera didattica deve specialmente fer- 
marsi su esse. Poichè quelle cognizioni, che non hanno 
valore intrinseco, come sl es. la maggior parte dei 
teoremi della geometria, una volta studiate e comprese, 
hanno già compiuto il loro ufficio formativo, e sì pos- 
sono lasciar perdere; mentre le altre debbono essere 


costantemente mantenute presenti alla mente, essendo 


destinate a servir di base allo studio successivo, 

Si può osservare che, tranne pel primo grado (scuola 
elementare), il valore in trinseco, sotto il rispetto scolastico, 
non coincide col medesimo, considerato rispetto all'utilità 
esterna della vita. Ad esempio, è più vantaggioso, nella 
vita, conoscere le regole di interesse e di sconto, che 
quella della radiee quadrata; mentre avviene l'opposto 
nei riguardi scolastici. Dell'utilità delle cognizioni mate- 
matiche, per le comuni contingenze della vita pratica, ci 
oceuperemo in seguito; qui esaminiamo solo quell’uti- 
lità, rispetto ai bisogni dell’insegnamento. E coneluderemo 
dicendo che questi bisogni, cioè la conoscenza necessaria 
di un certo nueleo di cognizioni, richiedono che l’inse- 
gnamento della matematica non venga ristretto in li- 
miti di orario, nei quali riesea impossibile conseguire 
quella conoscenza; come si verifica presentemente nelle 
nostre scuole classiche, dove, seguendo le vecchie tra- 
dizioni, si concede alla matematica solo il valore for- 
mativo. 
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L'interesse per la matematica razionale. 


1. L'interesse Herbartiano, — 2. Tesi fisiologica sui sentimenti. 
— 3. Sentimenti intellettuali collegati allo studio razionale. 
— 4. La risuonanza spirituale. — 5. Ricerca di sentimenti 
| utilitari. — 6. Difficoltà di suscitare l'interesse. — 7. Van- 
raggi educativi dello sforzo intellettuale. 


1, — « Per rendere il suo insegnamento più efficace, 

l'insegnante deve saper svegliare negli alunni l'interesse 

per le cose che insegna ». Questo è un postulato di 

} pedagogia, che si accetta da tutti, poichè ciascuno gli 
attribuisce il senso che più gli piace. 

Vediamo se è possibile precisarne il contenuto psi- 
cologico, cercando di circoscrivere il concetto indeter- 
minato dell’interesse. 

Nel senso comune, l’interesse per un dato argomento 
è l'attrazione momentanea verso di esso, la quale spinge 
a cooperare spontaneamente all'acquisto della sua co- 
noscenza, e costituisce un mezzo per l'istruzione. - 

Nel sistema Herbartiano, l'interesse, svegliato da un 
certo argomento, è quella speciale disposizione dell’animo, 
che può generare desideri e voleri di allargare le co- 
gnizioni relative a quell'argomento, e, considerato nella 
sua multilateralità, divenire poi una norma direttiva 
dell’operare; costituendo così il fine dell’istruzione edu- 
cativa. Esso insomma è un patrimonio stabile e dura- 
turo di sentimenti, che, per mezzo dell'istruzione, si 
erea nell'animo dell'educando, e del quale questo godrà 
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i frutti nella vita, anche se perderà il sapere primitivo 
che lo generò. Differisce quindi dalla cultura, in quanto 
questa è costituita solo dalle pure tracce intellettuali, 
cioè da una capacità della mente, che potrebbe restare 
un tesoro morto nello spirito; mentre l'interesse, ‘nel 
senso dell’Herbart, è una molla della vita interiore, 
che spingerà a conservare e ad approfondire la cul. 
tura non solo, ma formerà il carattere dell’uomo. 

Il concetto Herbartiano dell'interesse è una eonse- 
guenza del suo sistema psicologico. Per spiegare questo 
sistema con una similitudine famigliare ai matematici, 
sì può dire che, come le correnti elettriche circolanti 
per le spire di un'elettrocalamita suscitano nel nueleo 
lo stato magnetico, così le correnti ideali, lanciate nel- 
l'animo dell'educando, dovrebbero suscitarvi lo stato 
affettivo. 

E nello stesso modo che il magnetismo indotto varia 
a seconda del senso delle correnti inducenti, così, se- 
condo l'Herbart, i diversi sentimenti sorgerebbero dal- 
l'accordo o dal contrasto delle idee. E questi senti- 
menti, diretti al fine etico dell'educazione, costituireb- 
bero poi il carattere permanente dell’uomo educato, 
come, nell’acciaio temperato l'orientamento molecolare, 
provocato dalla magnetizzazione, permane stabilmente, 
in virtù della forza coercitiva. 

5. — Ben diversa è invece la tesi, cosidetta fisiolo- 
gica, sostenuta dai moderni psicologi. Secondo questa, 
i sentimenti umani hanno le loro radici nei bisogni e 
negl’istinti dell'individuo. Essi sono quindi primitivi 
nella costituzione del carattere; formano, come dice il 
Ribot nella sua Psychologie des sentiments (1), lo 
strato profondo; mentre le formazioni intellettuali for- 
mano lo strato sovrapposto, che agisce solo indiretta- 
mente sul primo. 


(1) Pag. 881. Edir. 1896. 
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E questa azione crea una sensibilità tutta superfi- 
ciale, che la prima vera passione distrugge; onde ben 
scarsa sarebbe l'efficacia pedagogica nel creare l’inte- 
resse, inteso nel senso Herbartiano. Secondo lo Seho- 
penhauer pure, l'educazione ha valore nel circolo delle 
rappresentazioni e delle idee, e nel circolo dei senti 
menti generati da quelle; ma sì arresta dinanzi al 
carattere e al volere. 

Certo l'educazione, pur non modificando gli impulsi 
istintivi, potrà modificarne le manifestazioni attive in 
un senso vantaggioso per la Società. Invece di appro- 
priarsi direttamente e violentemente delle sostanze di 
altri, ’uomo nato malvagio, ma educato, froderà nel 
commercio o malverserà nelle amministrazioni; invece 
di ferire il nemico odiato con un colpo di stile, lo col- 
pirà colla calunnia sapiente e col libello diffamatore. 

Così connessa colla formazione generale dello spirito, 
la questione dell'interesse assume importanza massima 
nella pedagogia, poichè implica il fine stesso di tutta 
l'educazione, e quindi entra nel campo delle più ar- 
denti e dibattute questioni morali, religiose e sociali. 

Per buona fortuna nostra, volendo limitarci alla ri- 
cerca dell'interesse per lo studio della matematica ra- 
zionale elementare, cioè della disciplina, il cui contenuto 
è più indipendente dai fini etici, potremo partire dalla 
tesi moderna fisiologica, certi di non scontrare neppure 
coi fautori di quella Herbartiana. 

3. — Porremo quindi il problema in questi termini: 
Quali sentimenti possono essere collegati all'esereizio 
delle speculazioni matematiche? In quali istinti e bisogni 
possono essi trovare la loro fonte? Esistono normal- 
mente tali istinti nei giovinetti? 

Per rispondere al primo quesito, si deve esaminare 
la natura delle speculazioni matematiche, quando sono 
esposte col metodo deduttivo che loro è proprio; poichè 
se prescindiamo da esso, perdiamo il carattere essen- 
ziale dell'ordine di cognizioni che consideriamo. Quindi 
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si devono eliminare le applicazioni empiriche dei risul- 
tati, le costruzioni grafiche, insomma tutti quegli ar- 
gomenti più o meno intuitivi, in cui non si fa uso 
diretto del processo logico, costruttivo della scienza. 

Ora non vi ha dubbio, che l'esercizio delle opera- 
zioni mentali proprie di questo processo, non può es- 
sere accompagnato, che da quei sentimenti che la psi 
cologia chiama intellettuali, e che essa prova essere 
assai deboli, e che taluno anzì definì « sentimenti di 
lusso » (1). 

Quanto al secondo quesito, si sa che la fonte dei 
sentimenti intellettuali è la curiosità, cioè il bisogno 
instintivo di conoscere, che nel suo stadio primitivo si 
limita al fine immediato della conservazione dell’indi- 
viduo, e, nel suo stadio superiore, passa propriamente 
alla ricerca disinteressaia, e può generare in casì ra- 
rissimi persino la passione. 

Per rispondere al terzo quesito, che ci siamo pro- 
posti, dovremmo esaminare, se nei giovanetti dai 13 
ai 16 anni può essersi formata la curiosità dei razio - 
cini matematici. 

<« L'’intelligence peut en un instant — dice il Ribot — 
« trouver une vérité nouvelle, reconnaitre une idée 
«comme juste, conforme à la nature des choses, mais 
« tout cela reste théorique, c'est à dire sans ton emo- 
« tionnel » (2). 

E altrove (3): « Les idées pures ont peu d'attrait 


(1) Più propriamente sì tratta qui di quei particolari senti 
menti intellettuali, che accompagnano i processi del pensiero e | 
della conoscenza, e che il Wunpr chiama sentimenti Zogzei, fra 
i quali distingue il sentimento di concordanza, che accompagna 
due rappresentazioni logicamente inseparabili; il sentimento di 
contraddizione, che si eleva contro il tentativo di unire due 
concetti contraddittori (V. Wuxpr, Elements de psychologie phy- 
siologique, trad. frane., Tome 2, pag. 393). 

(2) - Vsg .. pag. 190. 

(3) P 
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pour la moyenne des hommes >»; © noi erediamo che 
ne abbiamo ancor meno per la media degli adolescenti. 
Come svegliare, nella maggior parte di questi, la cu- 
riosità per quelle uniformi deduzioni, per quelle ridu- 
zioni all'assurdo, per quei brutti triangoli e per quei 
circoli storti? La soluzione dei problemi e la ricerca 
delle dimostrazioni di proposizioni date, potranno bensì 
procurare certe soddisfazioni; ma quanti sono gli alunni 
capaci di farlo? 

Chi penserà mai di regalare ad un giovinetto, come 
strenna 0 come premio, un libro di matematica? Si 
noti invece come la curiosità giovanile si sveglia po- 
tente, per le letture narrative, le descrizioni di viaggi, 
e pei giuochi meccanici; insomma per quegli oggetti, 
che sono atti ad appagare i bisogni di conoscenza, 
propri della loro età (1). 

Coneludiamo quindi che l’interesse della maggioranza 
degli alunni del ginnasio superiore © del liceo per le 
deduzioni matematiche, considerate in se stesse, cioè 
rivolte solo alla ricerca della verità astratta, non può 
trovare aleuna sorgente negli istinti della loro età. 

E pensiamo la stessa cosa di tutte quelle materie, 
che, diversamente dalle scienze sperimentali, dalle lingue 
viventi e dalla storia, non possono collegarsi che ai 
sentimenti intellettuali puri. 

4. — Sappiamo che questa conclusione è contraria 
all'opinione di aleuni insegnanti, che credono contrap- 
porvi il risultato della loro esperienza personale. Ma 
essi scambiano, per interesse puro alla materia, la causa 
di quell'aititudine degli alunni, che risulta dal timore, 
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(1) Quando si dettano, in una classe del ginnasio inferiore, 
i dati numerici di un problema, la metà degli alunni li scrive 
errati, e bisogna ripeterli. Occorrerebbe questa ripetizione, se 
quei numeri esprimessero i dati vincenti di una lott ria a premi, 
destinati agli alunni, oppure quando sì leggessero le medie tri- 
mestrali? 
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dagli obblighi disciplinari e spesso da un. sentimento 
di deferenza personale verso il docente. In una parola, 
scambiano l’attenzione volontaria con quella involon- 
taria, che darebbe la prova dell'interesse. 

L'esattezza delle risposte, l'intensità dell'applicazione, 
insomma i buoni risultati dell’insegnamento possono 
essere indipendenti dall’amore vero per la disciplina; il 
quale si rivela specialmente nell’autodidattica, quando 
è spontanea ed indipendente sì dagli stimoli che dalle 
minacce, Persino nei grandi scienziati l'amore per la 
scienza non è mai solo; ma vi sì uniscono altri appetiti, 
cioè il desiderio di potere, fama e ricchezze (Cfr. Ribot, 
op. cit., a pag. 364). 

Anzi, nella scuola, la materia più studiata non è sempre 
quella prediletta, potendo la prima essere imposta dal. 
l'ascendente e dalle rigorose esigenze dell'insegnante. 
E si verifica talvolta il caso di alunni, che, pur sen- 
tendosi attratti verso una disciplina, preferiscono de- 
dicarvisi liberamente fuori della scuola, interessandosi 
assai poco al suo svolgimento cattedratieo; perchè questo 
si esplica troppo lentamente 0 in modo diverso dal 
loro modo di sentire. 

E ciò si verifica a qualunque età. Poichè il mede- 
simo argomento, passando davanti a cervelli diversi, 
lascia in essi diverse impressioni, 1 tipi logici osser- 
vano i legami delle sue parti, vi cercano l'applicazione 
di leggi più generali e si compiacciono di ritrovarvele; 
i tipi immaginosi vi cercano la rievocazione di imma- 
gini, ricordi, materia di sogni e di fantasticheria; i 
tipi artistici vi cereano motivi di soddisfazioni este- 
tiche, la bellezza e l'armonia della forma. 

La vecchia similitudine della risuonanza musicale, 
che abbiamo già richiamato pei sentimenti, può appli- 
carsi pure alle tendenze intellettuali ; ogni conoscenza 
risveglia tanto maggior interesse, quanto più i suoi 
caratteri predominanti sono conformi alle tendenze di 
chi la riceve. Inoltre l’acustica prova che il fenomeno 
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della risuonanza è tanto più cospicuo, quanto più ricca 
di armonici o ipertoni è la nota eccitatrice; così av- 
viene dell'interesse. Se .la conoscenza può soddisfare 
diverse tendenze intellettuali, l’attrazione esercitata da 
essa sugli spiriti sarà più generale. 

Il diapason è povero di armonici e quindi produce 
deboli efletti di risuonanza, il suo suono è troppo puro; 
la matematica può dirsi il « diapason » della razionalità, 
tanto più puro, quanto più essa è rigorosa, astratta e 
formale. Ciò spiega perchè la sua risuonanza spirituale 
sia ristretta solo ai tipi logici. Invece le materie lette- 
rarie, più varie, più ricche di armonie spirituali, ri- 
svegliano una più larga corrispondenza intellettuale ; in 
altri termini, interessano un maggior numero di individui. 

5, — Stabilita la scarsa corrispondenza che le specu- 
lazioni astratte possono trovare, per se stesse, nel fondo 
dello spirito giovanile, resta a studiare, se è possibile 
legarle indirettamente ad altri sentimenti, di carattere 
egoistico, utilitario, in modo che ne derivi un interesse 
mediato per esse. 

Gli studi matematici, per le loro feconde applica 
zioni alle scienze della natura, all’ingegneria, alle arti, 
alla navigazione, acquistano un'importanza pratica sem- 
pre crescente. Perciò i segreti naturali, che essi con- 
tribuiscono a svelare, le carriere che essi aprono, le 
posizioni sociali e i vantaggi materiali che ne deri- 
vano, aumentano ogni giorno. 

Questi fatti, rivelati ai giovani, li condurrebbero a 
considerare la severa scienza, non unicamente come 
ginnastica mentale, scopo che essi non possono con- 
trollare, ma come molla fondamentale di quella vita 
intensa, che intorno ad essi si agita e freme. E allora 
quell'amor proprio, che si sviluppa crescente coll’età, 
quando l’avvenire già si disegna colle sue lusinghe, 
potrebbe suscitare, almeno nel Liceo e nell'Istituto tec- 
nico, un interesse indiretto, ma pur sempre giovevole 
ai fini dell’insegnamento. 
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Anche nelle scuole superiori, l'interesse degli stu- 
denti non è forse sostenuto più dal miraggio della 
laurea e dei conseguenti vantaggi, che da un puro amor 
scientifico? E non vediamo gli ingegneri stessi, nella 
loro grande maggioranza, abbandonare gli studi mate- 
matici, per conservarne appena le ultime conclusioni, 
raccolte dai formulari e dai manuali tecnici? 

Negli istituti tecnici e nelle scuole militari che con- 
ducono a carriere in cui la matematica ha diretta ap- 
plicazione, quella visione dei futuri benefizi potrà co- 
stituire una fonte di interesse; ma, nella scuola classica, 
frequentata in massima parte da aspiranti a carriere 
diverse dalle precedenti, questa fonte viene a man- 
care. 

Inoltre i programmi particolareggiati impongono la 
trattazione di numerose teorie, che in tutti i trattati 
sono svolte ampliamente con lusso erescente di raffi- 
natezze logiche; e la nostra tradizione nazionale, anche 
nelle stesse scuole superiori d'applicazione, ci porta 
preponderantemente verso |’ indirizzo teoretico. Ma, 
anche tenendoci lontani dagli eccessi di rigore, non 
si può trascurare il carattere proprio della scienza, 
senza abbandonare nello stesso tempo il suo fine for- 
mativo, ossia la ragione della sua esistenza, come stru. 
mento di coltura. Non si possono anticipare le con- 
elusioni, per mostrarne le applicazioni pratiche. Così, 
ad esempio, non si può presentare qualche interessante 
applicazione della trigonometria a rilievi e misure t0- 
pografiche, senza aver svolto le teorie fondamentali 
della trigonometria stessa, il che richiede lungo di- 
spendio di tempo e di considerazioni teoriche. E poi 
queste applicazioni resteranno sempre teorichè. E ben 
diversa l'attrazione che potrebbe esercitare sugli animi 
giovanili la risoluzione di un problema, con dati rile- 
vati direttamente da essi, sotto la guida dell'insegnante, 
mediante misure eseguite sul terreno, da quella che 
può fornire un problema costruito su dati arbitrari. 
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Ma come è possibile fur queste esercitazioni, veramente 
pratiche, colle due magre orette, concesse all'insegna 
mento della terza liceale; e dove sarebbero i mezzi 
per procurarsi il materiale e gli strumenti di misura? 

Si potrebbe però ottenere qualche vantaggio parziale, 
sfrondando i programmi da qualche argomento troppo 
astratto, come le teorie delle proporzioni fra grandezze 
e dei numeri reali; sostituendovi argomenti più vicini 
alle applicazioni, quali, il calcolo combinatorio, la pro- 
babilità, la rappresentazione grafica delle funzioni. 

6. — Concludendo, l'insegnante delle scuole classiche 
ha scarsi mezzi per suscitare un vero interesse alla 
matematica, sia fondato sui sentimenti intellettuali puri, 
sin su quelli utilitari. Egli potrà far balenare, alle menti 
dei giovani, l'importanza futura di quello studio, pre- 
sentare in fine di ogni teoria qualehe applicazione, ten- 
tare pure di svegliare in qualeuno di essi sentimenti 
morali con qualche cenno storico sulla vita dei suoi 
grandi cultori; ma tutto ciò avrà sempre carattere 
transitorio e secondario. Sarebbe come (per fare un 
paragone tolto dal campo dell’arte), se un maestro di 
musica, per sorreggere lo zelo del suo allievo attra- 
verso gli aridi e lunghi esercizi di solfeggio e di mee- 
canismo, gli facesse sentire qualche brano affascinante 
di Litz o di Chopin, affine di mostrargli quali superbe 
soddisfazioni gli procurerà îl pieno possesso di quell’arte, 
che gli si presenta ora così ingrata e poco attraente. 
‘Tutti sanno come questo metodo abbia scarsa efficacia 
sulla maggior parte degli allievi dilettanti di musica ; 
e come soltanto coloro, che sono dotati di una vera 
vocazione per l'arte, o dal preciso scopo di trarne pro- 
fitto, trovino in se stessi la spinta per superarne il 
lungo e penoso tirocinio, appassionandosi alle stesse 
forme, più noiose e scolastiche di essa. 

Tornando alla nostra severa scienza, l'insegnante 
potrà bensi, colle digressioni storiche ed applicative, 
suscitare l'interesse; ma questo cesserà, quando si dovrà 
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riprendere lo svolgimento delle principali teorie, ad 
es. la trattazione dei numeri reali. 

Qualche ottimista potrà sperare che l'interesse par- 
ticolare, destato in quegli intervalli piacevoli, possa 
in qualche modo aleggiare nello spirito dei giovani, 
anche durante l'esposizione delle teorie più astratte. 

Sarebbe questo un meraviglioso esempio di trasfe- 
rimento di sentimenti, per cui il piacere, che accom- 
pagna una minima parte di una serie di stati di co- 
scienza, dovrebbe essere trasferito all'intiera serie. Ma 
ciò è paradossale; per questa via si arriverebbe a tro- 
var piacevole un dolore di denti, associandogli il ri- 
cordo del piacere della sua cecssazione, provato dopo 
una crisi precedente! 

E queste considerazioni noi le estendiamo a tutte 
le materie d'insegnamento; poichè anche quelle meno 
astratte debbono attraversare, nel loro svolgimento 
completo, lunghi periodi, privi di interesse. 

7. — Noi erediamo dunque chimerica la speranza di 
render costantemente piacevoli ai giovani quelle appli- 
cazioni dell'intelletto, che richiedono fatica, e che ap- 
punto da questa fatica traggono la ragione della loro 
efficacia educativa. 

Poichè l'uomo per istinto rifugge dallo sforzo, finchè 
gliene manca l’abituline, e solo vi si accinge quando 
ha coscienza dei benefici futuri che può ritrarne. 

E ancor più ne rifuggono la maggior parte dei gio- 
vinetti, in cui l'abitudine del lavoro deve ancora for- 
marsi; come lo provano le loro frequenti agitazioni 
per ottenere vacanze € facilitazioni di tutti i generi. 

Procurare di mitigare l'aridità delle materie astratte, 
avvicinandole alla realtà, nei loro primi elementi, pre- 
sentarne quelle applicazioni che sono consentite dal 
loro svolgimento razionale, incoraggiare l’attività libera 
e spontanea dell'alunno, evitare di oltrepassare il limite 
medio dell'attenzione, sarà certo sana opera didattica. 

Ma il proporsi di manipolare le scienze per l’uso 
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dell'insegnamento, falsandone il metodo e la natura per 
renderle attraenti a tutti, anche quando per se stesse 
non lo sono, ci pare contrario ai fini stessi etici della 
scuola, che è palestra di nobili sforzi, preparatrice alle 
aspre battaglie della vita. La mente dei nostri alunni 
deve imparare a guadagnarsi faticosamente il suo cibo 
intellettuale, come le braccia dei loro coetanei, sparsi 
nei campi arsi dal sole, o raccolti nelle officine attos- 
sicate, hanno imparato a guadagnare il loro nutrimento 
materiale. Ci piace a questo proposito, per dar auto- 
rità alle nos.re parole, riprodurre quelle di un chiaro 
pedagogista. i 

« Dimandare, serive il FoRNELLI, la comunione spiri- 
« tuale per oggetti conoscitivi di nessun’attrazione per 
« loro stessi, sperare dall’elaborazione, per quanto sa- 
« piente dell’elucatore, il promuovimento dell’interesse, 
« non solo momentaneo ma anche duraturo, se è cosa non 
impossibile per questo o quell’educatore segnalato, è 
certo non ottenibile dalla media di capacità e di voca- 
« zione della maggior:nza degli insegnanti » (1). 

E dopo osserva che: 

« l'insegnante non .leve disanimarsi se non ottiene 
« di destare l'interesse, e se, per alcune cognizioni 
« ed intieri ord'ai di cognizioni, si renda necessario lo 
« sforzo ». 

Ce: to siamo ben lontani dall'ottimismo di certi vi- 
sion» i e dello stesso Spencer, il quale ci assicura che: 
insegnando ai giovinetti come si deve, essi sono 
tanto felici nelle ore di classe, quanto nelle ore dei 
giuochi » (2). 

Qualora poi si voglia intendere per interesse, non uno 
stato piacevole dell'animo, ma semplicemente l’atten- 
zione volontaria colla quale l'alunno segue il corso delle 
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(1) Dalla Rivista Pcdagogica, anno V, gennaio-febbraio 1912. 
(2) Educazione, p. 93. Nuova trad. del Cussini, 
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nteresse, così 


lezioni, conveniamo perfettamente che Vi 
dell’ insegna- 


inteso, è indispensabile per |’ efficacia 


mento. 
Concluderemo che l'elasticità, l’indeterminatezza del 


concetto di interesse permettono a tutti di accettare 
il postulato della sua efficacia didattica; sia a quelli 
che lo cireondano di un fondo etico, sia a quelli che lo 
considerano come prepercezione di uno scopo utilitario, 
sia a quelli che lo riducono alla. condizione fonda- 
mentale del profitto scolastico, cioè all'attenzione volon- 


taria. 
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Difficoltà dell'insegnamento razionale. 


1, Ostilità contro la matematica razionale. — 2. Vari modi di com- 
prendere. — 3. Difficoltà logiche dei principianti, — 4. Le 
lezioni private. — 5. Inconvenienti di certi enunciati. — 
6. Prime difficoltà geometriche. — 7. Consigli pratici didattici. 
— 8. Spiegazioni delle difficoltà secondo il Poincaré. — 
9. Acquisto delle convinzioni matematiche. — 10. Dimostra- 
zioni per assurdo, 


1. — Il fatto dell’avversione così diffusa contro l’in- 
segnamento della matematica è stato rilevato da gran 
tempo; e molti, matematici e pedagogisti, se ne sono 
preoceupati, attribuendone in generale la causa a di- 
fetto dei metodi insegnativi, e proponendo consigli per 
migliorarli. Questi consigli, assai generici, si riducono, 
in sostanza, a suggerire la necessità, nel primo inse- 
gnamento, di cominciare dal concreto prima di pas- 
sare all'astratto, di evitare le dimostrazioni di propo- 
sizioni evidenti intuitivamente, di restringere la ma- 
teria ai concetti fondamentali, di adottare i processi 
grafici, cercando di affidarsi, finchè è possibile, al soc- 
corso dell’intuizione. 

Ma non vediamo come questi consigli possano ap- 
plicarsi al metodo razionale, che non può essere nè 
concreto, nè sperimentale. Osservando poi, che, mal- 
grado tante buone raccomandazioni, che si possono 
leggere nei libri di cento anni fa, identiche alle mo—- 
derne, il male, rilevato in prineipio, perdura; non pe- 
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tendosi supporre una ostinata e generale incapacità dei 
docenti, sorge il dubbio che realmente nell'insegna- 
mento razionale esistano gravi difficoltà, che spieghino 
quell'avversione. E questo dubbio è avvalorato dal 
fatto che i testi, scritti da molti valorosi insegnanti 
ed ottimi consiglieri di didattica, non sono certo più 
facili degli altri, nè conformi alle loro stesse racco- 
mandazioni. Il che prova come realmente sia difficile 
tradurre in atto questi consigli, quando si vuol man- 
tenere quel rigore e quella precisione, che sono il mag- 
gior pregio della matematica, e nello stesso tempo la 
principale causa della repulsione per essa di tanti spi- 
riti (1). 

Qualcuno tenta combattere questa repulsione, esal- 


(1) È un metodo assai sbrigativo, scrivere un testo lungo e 
di difficile comprensione per i ragazzi, per renderlo completo e ri- 
goroso; ed incolpare il docente, se nell'esposizione orale non sa 
renderlo breve e facile. Il libro completo, ricco di teorie, tende 
ad esercitare una suggestione sull’insegnante, spingendolo natu- 
ralmente ad estendere la materia da svolgersi, ad insegnare cioè 
multa, non multum, contro la ben nota sentenza pedagogica. 
Inoltre le omissioni, quando nonlo obblighino a postulare interi 
capitoli, il che spiace sempre ad un matematico, e diminuisce il 
valore razionale della scienza, fanno sempre brutto effetto, potendo 
generare negli alunni stessi il dubbio che siano dovute a pigrizia 
o incapacità del maesiro. La pretesa utilità, che dovrebbero avere 
le nozioni sovrabbondanti, di servire ‘cioè ai migliori alunni auto- 
didatti per appagare la loro curiosità scientifica, si riduce a ben 
poco, ove si rifletta che questi ultimi (almeno nei licei) sono ra- 
rissimi, eche ad essi si potrebbe indicare facilmente unlibro com- 
plementare. Riserbando poi all’esposizione orale tutto. il carico 
delle spiegazioni, non si pensa che l’effetto di queste, dopo breve 
tempo, svanisce, e il libro resta. Perciò, quando l'alunno, a di- 
stanza di mesi, riprenderà il testo per ripassare la teoria studiata, 
se questa è esposta difficilmente, non vi capirà più nulla, poiché 
l'eco delle spiegazioni lubrificanti si è ormai disperso. 

Ma oggidì la moda dei testi voluminosi si è imposta; chi oserebbe 
più dettare un buon testo di geometria per i licei, svolto in 200 pa- 
gine, chè di più non si riesce a spiegarne in modo efficace nei 
due primi anni? E chi oserebbe adottarlo? 


, 
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tando gli indiscutibili pregi educativi della scienza de- 
duttiva, e raccogliendo gli omaggi che uomini di genio 
le resero in tutti i tempi. Ma questo mezzo, se può 
fortificare la fede e l’entusiasmo dei cultori di quella 
scienza, non basta per vincere una opinione che ha 
radici secolari. Esso potrà però giovare nella scuola ; 
poichè il calore e la convinzione dell'insegnante hanno 
sempre influenza sugli animi giovanili. Così verrà di- 
minuita quella prevenzione che questi portano di fuori, 
e che genera sfiducia nelle proprie forze di fronte 
alla prima difficoltà, fornendo una comoda seusa agli 
svogliati e ai loro difensori. 

Giacchè si può dire, che il vantarsi di non capire 
la matematica è fenomeno sociale; molte persone, che 
si vergognerebbero di confessare di non aver compreso 
una questione letteraria o filosofica, non sì peritano 
di farlo per i più semplici problemi di aritmetica. Cerio, 
se sì potesse entrare in discussione con quelle persone, 
invitandole a spiegare i concetti di quelle questioni, si 
assisterebbe ad una onorevole ritirata, colla solita lo- 
cuzione : « Basta capire il senso, così, all’ingrosso ». 
Che razza di senso sia poi, non si saprà mai! La ma- 
tematica invece, per dirla scherzosamente, deve essere 
capita « al minuto! ». 

Ed invero il concatenamento delle sue cognizioni, 
rende necessaria una certa estensione e continuità della 
sua conoscenza, cioè non consente quelle concezioni 
isolate ed approssimate, che possono formarsi su altri 
oggetti di sapere, con uno studio localizzato nel punto 
in questione, e un’idea confusa del resto. 

Ora questo fenomeno sociale, che mette la nostra 
scienza quasi fuori della legge delle intelligenze medie, 
non può non avere una ripercussione dannosa sul suo 
insegnamento, specialmente in quelle scuole, dove non 
è giustificato da un fine professionale. Poichè è ben 
nota l'influenza dell'ambiente sull'educazione; e quando 
quella si esercita in modo contrario ad un certo ramo 


Wi 
I 


90 CAPITOLO VIII 


di questa, impedisce l’esplicazione dei suoi frutti; e 
questo fatto, reagendo poi sull'ambiente stesso, ne ace- 
cresce l’azione contraria. E purtroppo ne abbiamo la 
prova nell'attuale ordinamento delle scuole classiche, 
come giustamente rilevava all'ultimo Congresso della 
Mathesis in Genova, la Relazione Scarpis Fazzari colle 
parole: 

« Riteniamo dimostrato indiseutibilmente, come il con- 
« cetto dell'efficacia educativa della matematica sia an- 
« dato sempre più perdendo d'importanza presso i legis 
«latori che si succedettero in quest’ultimo trenten- 
« nio » (1). 

Poichè nè i consigli generici, nè le querimonie gio- 
vano, vediamo se è possibile tentare una diagnosi dei 
male accennato e poi indicare ed isolare qualcuno del 
nodi più difficili del primo insegnamento razionale ; 
affinchè l'insegnante, conoscendoli,. possa concentrare 
in essi tutti i suoi sforzi, come un generale raccoglie le 
sue forze per vincere le fortezze più resistenti del nemico. 

2. — « Comment se fait-il qu’ il y a tant d’esprits 
qui se refusent a comprendre les mathématiques? » si 
domanda il Poincaré nella sua « Science et méthode » (2). 
Per rispondere a questa domanda, egli comincia a di- 
stinguere vari modi di comprendere: per alcuni, com- 
prendere significa constatare semplicemente la corret- 
tezza dei sillogismi del ragionaraento; per altri, com- 
prendere significa persuadersi, in più, della ragione del 
loro ordine; per altri infine, comprendere significa solo 
riconoscere la realtà obbiettiva delle relazioni studiate, in 
qualche immagine sensibile. A queste categorie studiate 
dal grande matematico francese, si deve aggiungere quel- 


(1) Quelle progressive diminuzioni degli orari, e le soppres- 
sioni di esami scritti nelle scuole classiche, non furono forse 
(în parte) provocate dalla necessità di « limar le unghie » a certi 
insegnanti, che le adoperavano un po’ troppo? 

(2) V. p. 44 e 124, 
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la assai numerosa di coloro che credono di aver capito, 
quando non hanno capito nulla, qualunque significato 
si voglia dare al verbo capire (1). Per il docente que- 
sti ultimi sono i più pericolosi; poichè egli, che del 
fatto si accorge subito mediante le interrogazioni, non 
ha modo di porvi riparo; come non si può guarire un 
ammalato, che è persuaso di non esserlo. 

Essi sono incapaci di sentire, in una deduzione, il 
suo carattere di necessità formale. Forse essi vi so- 
stituiscono una specie di necessità causale, considerando 
le successive parti della dimostrazione, ordinate nel 
tempo, come sensazioni visive od auditive, di cui cia- 
seuna è causa della seguente. Così loro sembra di ca- 
pire, ma basta variare l'ordine delle deduzioni perchè 
essi non capiscano più. D'altronde noi crediamo, in ge- 
nerale, ehe la tendenza a ritenere un antecedente come 
causa del suo conseguente, in qualunque ordine di 
fatti speculativi o conereti, sia in ragione inversa del 
sentimento logico (2). 


(1) E si potrebbe aggiungere ancora la categoria più curiosa 
ili coloro, che credono di non aver capito, quando hanno capito. 
Il fenomeno fu rilevato anche dall'Herbart. Per essi capire è si- 
nonimo di ritenere, possedere nella mente; abituati fin dall'infanzia 
a credere che ogni profitto nello studio consista nell'avere imma- 
gazzinata nella memoria la nozione studiata, non riuscendo a fis- 
sare tutte le parti di un raziocinio, delle quali sentono però la 
necessaria dipendenza, dicono di non capire. Ed anche il capire, 
in senso proprio, ha, fino a un certo punto, un valore soggettivo; 
certe menti si acquetano, quando hanno scoperto delle connessioni, 
che non appagherebbero certo uno spirito veramente analitico. 
Non si dice comunemente, di un argomento difficile, che lo sì 
capisce sempre di più, pensandovi, appunto per la scoperta di 
nuove connessioni fra le sue parti, congiunta al minore sforzo 
per ritrovarvi le connessioni già intravviste? 

(2) Vogliamo dire che, quanto più una mente è propensa a 
scoprire nessi causali (che nella maggior parte dei casi sono ine- 
sistenti), tanto meno ha bisogno di giustificare a se stessa le nuove 
conoscenze, connettendole logicamente ad altre già acquisite, 
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3. — Chi è capace di comprendere, invece, si accorge 
pure quando non comprende, come ogni veggente si 
accorge di una diminuzione di luce; dichiara il suo dub- 
bio e lo localizza in uno o più punti della questione: 
in tal modo il maestro può con spiegazioni supplemen- 
tari ricondurre la luce su quell’ombra. Talvolta questa 
ombra proviene, più che da incapacità organica, da 
debolezza del potere di attenzione; come sì verifica 
spesso nei comuni discorsi, dove tanti non possono 
seguire un lungo ragionamento senza stancarsi, e an- 
nuiscono meccanicamente, pensando a tutt'altro 0 a 
nulla. 

Nell’ insegnamento particolare, quando il discente è 
unico, fra le menti del maestro e dell'alunno si stabi- 
lisce una vera corrente intellettuale a circuito chiuso; 
i concetti e le proposizioni trasmesse dal primo sono 
ricevuti dal secondo, e da questo sono rinviati al 
primo. Così questi può giudicare se la loro dipendenza 
è stata sentita dal suo allievo; la corrente sarà tanto 
più intensa, quanto è minore la resistenza della mente 
ricevitrice. Ma questa resistenza, anche nelle migliori 
condizioni, non è mai nulla; la corrente di ritorno è 
sempre diversa da quella dell’andata. 

Occorre dunque al docente un lavoro analitico assai 
complesso per scoprirne le cause e porvi rimedio. Tal- 
volta la catena deduttiva è troppo lunga, per cui la 
mente dell'alunno non potè reggerla tutta; talvolta 
una deduzione era basata su premesse dimenticate. 
Nel primo caso, bisognerà spezzare la catena in parti, 
facendo una o più soste nella dimostrazione, cioè assti= 
mendo, come tesi parziali, certe conclusioni intermedie; 
anzi sarà utile, certe volte, postulare provvisoriamente 
qualeuna di queste conclusioni, salvo esporre, più tardi, 
distesamente i ragionamenti omessi. Così l'alunno, non 
sì stancherà nei dettagli (che in certe dimostrazioni 
d'algebra sono faticosi), e abbraccerà meglio l'insieme 
del teorema. 
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Nel secondo ‘caso, cioè quando le premesse occor- 
renti risultano dimenticate, si dovrà naturalmente ri- 
chiamarle. 

Ma nella scuola, davanti a venti o trenta uditori, il 
maestro non può fare questa analisi per ognuno di 
essi. 

Dovrà quindi limitarsi a farlo per qualcuno, scelto 
fra i mediocri, affine di ricavarne un criterio medio, 
onde regolare la velocità del suo svolgimento. Per i 
migliori avrà troppo indugiato, e ciò sarà poco male; 
ma per i peggiori avrà corso troppo, e questi rinun- 
ceranno a seguirlo. 

4. — Questi ultimi sono dunque perduti per la mate- 
matica; e poichè è improbabile che possano da sè rag- 
giungere gli altri, dovranno ricorrere alla ripetizione 
privata, che può essere di valido aiuto alle scuole 
pubbliche numerose, quando sia fatta con intenti seri 
ed onesti. Essa deve compiere un servizio d’ambulanza, 
raccogliendo i più deboli, e soccorrendoli, col ripetere 
il corso della seuola con quelle soste e quei ritorni che 
non sono possibili in essa. 

Perciò il ripetitore deve possedere un'alta moralità, 
onde sottrarsi a indebite richieste di frodi nei pro- 
blemi assegnati, e somma abilità didattica per istruire 
efficacemente i peggiori elementi della classe (1). 


(1) La lezione individuale ha un valore speciale in matematica 
e in filosofia. Essa pone le menti del docente e del discente in 
contatto immediato, sopprimendo tutte le cause dispersive della 
corrente insegnativa, che agiscono nella scuola, L'insegnante non 
deve preoccuparsi nè della disciplina, nè degli altri alunni; tutta 
la sua attenzione resta concentrata sull'analisi psichica del suo 
alunno, e può scoprirne così tutte le manchevolezze, le tendenze, 
e porvi immediatamente rimedio. Quest'ultimo poi, sapendo che 
quella lezione gli costa danaro, è meglio disposto ad utilizzarla, 
cioè a prestare attenzione; e non è trattenuto, dal timore di dan- 
neggiarsi nei suoi interessi scolastici, o dallo scherno dei compagni. 


tel 
a svelare egli stesso le sue deficienze. Ma la lezione individuale 
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5. — Tornando all'esame delle difficoltà proprie del 
metodo razionale, crediamo che debba porsi tra esse 
la lunghezza degli enunciati. 

La preoccupazione del rigore ha condotto gli autori 
a formulare le proposizioni con periodi così lunghi, che 
e difficile ritenerli; e che, quando vengono richiamati 
nel corso di una dimostrazione seguente, ne intraleiano 
lo svolgimento con una sosta eccessiva. Si osservi in- 
vece quale vantaggio offrono quei teoremi, che la tra- 
dizione ha collegato a nomi celebri, come Pitagora, 
Talete, Tolomeo, Eulero, ece., i quali da soli bastano 
per render presente alla mente tutto l’enmeiato cui 
sì riferiscono. 

La matematica è la scienza che usa il minimo di 
vocaboli teenici, e ciò, mentre costituisee un suo pr‘e- 
gio di semplicità, può generare difficoltà nell’insegna- 
mento orale. i 

I Greci, guidati dalla loro fervida fantasia, avevano 
creato espressioni caratteristiche, come il gnomone, la 
sezione aurea, i numeri perfetti, amicabili ecc. che col- 
piscono l'immaginazione dei giovanetti, e ne svegliano 
la curiosità. 

Certo sarebbe da studiarsi, se il vantaggio della bre- 
vità che deriverebbe dall’introduzione di nuovi voca- 
boli, non possa risultare distrutto dal sovraccarico mne- 
monico delle relative definizioni. Però noi crediamo, che 
questo lieve sovraccarico mon possi, didatticamente 
parlando, impensierire; perchè la memoria è la facoltà 
più attiva dei giovinetti, e il suo sforzo è tanto mi- 
nore quanto meno familiare è il vocabolo che vien 
definito; così è più facile sentire una definizione cor- 
retta di sezione aurea che di poligono, di logaritmo 


ba pure una speciale utilità didattica per l'inseenante pubblico; 
essa gli svela i casi, diremo, patologici, e gli offre occasione di 
fare osservazioni utili anche per la lezione collettiva. 
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‘che di somma. Comunque si pensi, è indubitato che 
certi neologismi, come rette complanari, punti conci- 
elici, ortocentro, ece. hanno giovato all'insegnamento. 
Anche l’Enriques fa rilevare, che la definizione nomi- 
nale, oltre a procurare un’economia verbale, suggella 
nel definit» un processo costruttivo compiuto dal pen- 
siero, e in certi casi, come per la funzione potenziale, 
segna un acquisto della più alta importanza (1). Noi 
rileviamo pure i vantaggi, che derivano dalle denomi 
nazioni usate per le proprietà formali dell'uguaglianza 
e delle operazioni (riflessiva, simmetrica, transitiva; com- 
mutativa, associativa, distributiva), che sostituiscono lunghi 
enunciati, e pongono in evidenza le analogie fra le diverse 
operazioni. Crediamo pure che sarebbe opportuno fis- 
sare il concetto della divisione incompleta con un vo- 
cabolo, come ad es. polisottrazione, che lo staccasse 
nettamente dalla divisione propria. Ciò toglierebbe la 
confusione che generano, nella mente dei giovinetti, 
quegli enunciati in cui si parla di ambedue le opera- 
zioni; come per es. « Se si dividono i due termini di 
una divisione per un loro comune divisore, ece. ». 

Vantaggiosa riesce pure la distinzione fra quoziente 
e quoto, riserbando quest’ultimo vocabolo al risultato 
della divisione propria. Così vorremmo riservato il 
significato di « misura » all’operazicne del eonfronto 
fra grandezze omogenee, senza estenderlo ad indicare 
pure una summultipla di una grandezza, come spesso 
si usa. 

6.— I principianti incontrano pure difficoltà, quando 
devonò riconoscere le proprietà di una figura sopra 
un disegno, disposto, rispetto al quadro del foglio 0 
della lavagna, in modo diverso da quello, a cui sono 
abituati. Per spiegarci con un esempio, abbiamo notato 


(1) Problemi della scienza, p. 129. 
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che gli alunni, abituati a veder l'angolo esterno di un 
triangolo, formato dal prolungamento del lato orizzon- 
tale di questo, stentano a riconoscerlo in quelle figure, 
dove tale posizione non si presenta. Così dicasi degli 
angoli alterni interni, corrispondenti, ecc. Sarà quindi 
bene, che l'insegnante, sin dalle prime lezioni, dia alle 
figure una orientazione variabile rispetto al quadro, 
per evitare quelle associazioni visive. 

Anche le applicazioni della relazione di disugua— 
glianza, sopratutto fra angoli, generano difficoltà nelle 
prime dimostrazioni. Il concetto di uguaglianza non 
presenta queste difficoltà, perchè, anche nella vita pra- 
tica, viene applicato ai corpi materiali in conformità 
del suo significato geometrico. Ma, nella vita pratica, 
la disuguaglianza è la negazione intera dell'uguaglianza, 
e corrisponde all'idea di diversità 0 distinzione, la 
quale può sussistere fra oggetti che non sì potrebbero 
paragonare fra loro secondo aleun criterio geometrico. 
Invece la disuguaglianza geometrica deriva dall'idea 
di somma, ed ha quindi un senso molto più ristretto 
di quella volgare, colla quale gli alunni meno intelli- 
genti la confondono nelle prime lezioni. È dunque ne- 
cessario di accertarsi, fin da principio, se i concetti 
di somma e disuguaglianza fra segmenti, 0 fra angoli, 
sono chiaramente posseduti. 

7.— In tutte le dimostrazioni dirette, che siano un po 
lunghe, sarà spesso vantaggioso usare il metodo misto 
sintetico-analitico, deducendo dall’ipotesi quelle conse- 
guenze che sì presentano immediate, fino ad un certo 
stidio della dimostrazione; al quale si risalirà poi, par- 
tendo dalla tesi, per via analitica. Oppure si potrà in- 
vertire l'ordine dei procedimenti; cominciando a sosti- 
tuire alla tesi una proposizione, da cui essa possa fa- 
cilmente dedursi, e proponendosi di raggiungere la verità 
di questa proposizione, partendo dall'ipotesi per via 
sintetica. 

Nei teoremi delle operazioni sui limiti, sulle coppie 


—_ —_ _ TU ere 
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di elassi contigue, si rivela il vantaggio di tale metodo 
che è pure consigliato dal Duhamel (1). 

E pure vantaggioso, nelle ripetizioni dei primi teo- 
remi, far scrivere dall’alunno, sulla lavagna, l’indica- 
zione delle relazioni fra gli elementi della proposizione, 
che sono ammesse per ipotesi; e, separatamente, quelle 
relazioni che si vogliono dimostrare. Così l'alunno avrà 
sempre davanti a sè il punto da cui parte, e la meta 
che deve raggiungere. 

Sono tutte piccole osservazioni, le quali possono, in 
molti casi, dare la ragione di certe oscurità inesplica- 
bili, che attraversano alcune menti, e servire a dile- 
guarle. 

8. — Ma vi sono oscurità, che nessuna osservazione 
può spiegare, 

Passiamo allo studio di esse. Il Poincaré (2) ne cerca 
la ragione nell’orditura sillogistica dei raziocini mate- 
matici. Egli osserva che tale orditura consiste in una 
lunga serie di sillogismi, in cui Je conclusioni dei pre- 
cedenti, prima di servire da premesse nei seguenti, 
possono restare inattive per qualehe tempo, durante il 
quale si devono fare altre deduzioni, che possono far 
dimenticare quelle prime conclusioni o falsarne il senso. 

Quindi parrebbe che una buona memoria, evitando 
queste dimenticanze, dovesse bastare per capire la ma- 
tematica, mentre si sa bene che ciò non è; onde l'au- 
tore ne fa risalire la causa ad un certo sentimento o 
intuizione dell'ordine dei sillogismi, che permette di 
scorgere con un colpo d'occhio l'insieme del ragio- 
namento, 

« On concoit que ce sentimenti, cette intuition de l’ordre 
« mathematique — dice testualmente l’autore — qui 


ti 


(1) Des méthodes dans les sciences de raisonnement, Prima 
Parte, Ch. VII, p. 55. 
(2) Op. cit., p. 47. 
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« nous fait deviner «les harmonies et des relations ca. 
< ehées, ne puisse appartenir à tout ie monde. Les uns 
«ne posséderont ni ce sentiment délicat et difficile & 
« définir, ni une force de meémoire et d’attention au 
« dessus de l'ordinaire, et alors ils seront absolument 
« incapables de comprendre les mathématiques un peu 
« élevées; c'est le plus grand nombre » (1). 

Ma si può obbiettare, che chi legge una dimostra- 
zione sul testo, non ha bisogno di possedere quel sen- 
timento dell'ordine sillogistico; poichè i sillogismi sono 
già stati ordinati dall'autore del libro, nè ha bisogno 
di memoria. Eppure i nostri ragazzi ben difficilmente 
riescono a capire da sè un nuovo teorema, lesgendolo 
nei migliori trattati; essi preferiscono sempre affidarsi 
alla memoria. 

Intanto è da osservarsi (come proveremo, parlando 
del coordinamento della filosofia colla matematica, con 
un esempio particolare), che le premesse dei sillogismi 
posteriori sono generalmente combinazioni di due o più 
conclusioni anteriori; e la loro formazione può offrire 
difficoltà. Ma, proseguendo nell’analisi, si riesce a SCO- 
prire, (ciò che evidentemente potè sfuggire all’osserva- 
zione del Poincaré, come a quella di tutti gli inse- 
gnanti di scuole superiori, ma non all’umile dirozza- 
tore delle menti infantili), che la più semplice dedu- 
zione sillogistica solleva difficoltà nelle prime lezioni 
(e per taluni anche nelle successive). Il sillogismo, - 
come viene applicato nelle comuni dimostrazioni, non 
ha certo la semplicità verbale dei sillogismi della lo- 
gica classica, perchè i suoi tre termini (medio, mag- 
giore, minore) non sono semplici vocaboli, ma spesso 
sono proposizioni. Sotto l'aspetto psicologico è ben più 
semplice dire: « Tutti gli uomini sono mortali, Pietro 
è un uomo, quindi Pietro è mortale »; che dire: « Due 


(1) Science et méthode, p. 47. 
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enti uguali ad un terzo sono uguali fra loro, gli 
angoli A BO, A"B'C°* sono uguali all'angolo DEF, 
quindi gli angoli A BC, A” B'C' sono uguali fra loro ». 
Quante volte l'insegnante, dopo aver rilevato le due 
premesse precedenti sopra una figura, si accorge che 
gli alunni, pur essendo attenti e volonterosi, non rie- 
scono a dargli la ‘conclusione. E se egli stesso darà 
questa conclusione, dovrà spesso constatare, che essa 
viene accolta come una affermazione nuova, nella quale 
cioè i ragazzi non truvano il carattere di necessità 
derivante dalle premesse. Ciò sì spiega, tenendo conto 
dello stato immaturo delle menti degli alunni, che sono 
già stanche dallo sforzo delle premesse (sopratutto 
della 2°) e quindi non riescono a connetterle. Lv Spen- 
cer disse, che il dedurre non è che la presentazione 
di una serie continua di stati di coscienza; un attimo 
di stanchezza psichica, interrompendo la continuità, im- 
pedisce la deduzione. 

Il miglior rimedio didattico contro questa deficienza, 
sta nell'abbreviare il tempo necessario al riconoscimento 
della seconda premessa (gli angoli A BC, A’B'C' 
sono uguali all'angolo DEF); sia leggendo gli angoli 
colla sola lettera del vertice, se ciò non genera equi- 
voco, sia segnandoli, o indicandoli direttamente sul di- 
segno colla mano. Si comprende come, mancando que 
sti mezzi, propri dell'esposizione orale, nella lettura 
fatta dall'alunno a casa sul testo, tante volte egli non 
riesca a capir nulla da sè. 

9. — Le osservazioni precedenti concernono le diffi- 
coltà della deduzione di carattere formale, cioè le dif- 
ficoltà di riconoscere in certi particolari i caratteri di 
un dato universale, le quali non possono presentarsi 
che ai principianti, e a menti inette all'uso normale 
della ragione. Ma vi sono pure menti, le quali, pur 
essendo atte a questa operazione, non se ne dichiarano 
soddisfatte, non si appagano del vero ipotetico, cioè 
esente da contraddizioni. In altre parole, per esse il 
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riconoscere la giustezza delle deduzioni non basta; in 
certo modo, esse non si fidano del meccanismo formale, 
ma hanno bisogno di formarsi una convinzione senza 
di esso. 

Lo Schopenhauer, ad esempio, distingue la verità 
logica da quella trascendentale: la prima è quella di 
un giudizio che ne ha un altro per ragione, la seconda 
è quella di un giudizio fondato sulle forme della cono- 
scenza empirica, cioè sull’intuizione sensibile. Egli con- 
fessa che le dimostrazioni Euclidee, le quali stabili- 
scono soltanto la verità logica dei loro enunciati, gli 
hanno sempre lasciato un'impressione spiacevole, perchè 
la sua mente in esse non trovava il perché quegli 
enunciati erano in quel modo, piuttostochè in un altro. 
Questo perchè non può essere dato, che come verità 
trascendentale, cioè percepita intuitivamente, fondan- 
dosi sul principio di ragion sufficiente dell'essere ; il 
quale è cosa distinta, sia dal principio o rapporto di 
causalità; sia dal principio di conseguenza, base delle 
deduzioni logiche. La mancanza di questa ragion del- 
l'essere nelle dimostrazioni geometriche servirebbe a 
spiegare, secondo lo Schopenhauer, perchè certi spi- 
riti, anche molto intelligenti del resto, sentono ripu- 
gnanza per le matematiche (1). 

È probabile che questa spiegazione del filosofo te- 
desco valga pure per le menti di alcuni alunni; quindi 
sarà didatticamente utile fav emergere la verità tra- 
scendentale (nel senso datole dallo Schopenhauer) prima 
di quella logica, in quelle proposizioni geometriche, 
dove ciò è possibile. Certo, molti di essi non sapreb- 
bero scoprirla da sè; abbiamo osservato più volte che 
l'alunno, dopo di aver esposto correttamente la dimo- 
strazione ben nota, che prova essere un lato di un po- 


(1) Cfr. ScnorenzavER, De la quadruple racine du Principe 
de la raison suffisante, Trad, Franc., p. 207 e seg. 
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ligono, minore della somma degli altri, si stupiva, come 
davanti a cosa nuova, facendogli notare l'evidenza in- 
tuitiva di quella proposizione; che aveva procurato ad 
Euclide lo scherno dei filosofi, precursori dello Scho- 
penhauer nella metafisica anti-matematica. 

Ma ciò non può servire per tutte le proposizioni 
della geometria, e tanto meno per quelle dell’aritme- 
tica. Passiamo quindi ad analizzare il senso psicologico 
della convinzione. 

« Croyance, convietion, assentiment — dice il Binet 
<« nella sua « Psychologie du raisonnement » — sont 
« des phénomènes psychologiques, flous et mal définis. 

« L'affirmation, la croyance, le jugement sont des 
« effets extérieurs d’un fait interne: l’association des 
« images présentes à notre esprit; la démonstration d’une 
« proposition c'est la eréation d'une association nouvel- 
< le » (1). 

Nella formazione di queste nuove associazioni sta 
l'arte del convincere. In matematica queste associazioni 
corrispondono alle definizioni ed agli enunciati. 

Per esempio, in aritmetica è fondamentale la pro- 
prietà invariantiva del quoziente di due interi, quando 
questi sono moltiplicati 0 divisi per uno stesso numero, 
mentre il resto segue la sorte di quelli. Affinchè le 
deduzioni, che se ne faranno, possano essere capite, 
occorre che, nella mente dell’alunno, il concetto di 
quoziente sia reso contiguo alla sua proprietà e a quella 
del resto, in modo che egli pensando all'uno, pensi 
anche alle altre. Non altrimenti avviene nell’evidenza 
della premessa del sillogismo elassico: Tutti gli uomini 
sono mortali. Tale evidenza è la conseguenza dell’as- 
sociazione per contiguità nella nostra mente, fra il 
gruppo di immagini astratte che rappresentano l’uomo, 
e quelle che rappresentano la morte. 


(1) Psychologie du raisonnement, p. 135 e 74. 


gr TE. 


102 CAPITOLO VII 


Non basta dunque che l'alunno conosca ed ammetta 
la proposizione citata; bisogna che egli ne abbia co- 
munque acquistata la convinzione, anche mediante ra- 
ziocini sbagliati, o mediante esperienze precedenti. Se 
è logico per natura (caso raro), capirà che i ragiona- 
menti, ove quella proprietà interviene, sono giusti; ma, 
senza quell’associazione, sentirà sempre in sè un'ombra 
di dubbio, un senso indefinito di incertezza; se non è 
logico, egli non capirà nulla. Come possono stabilirsi 
quelle associazioni? Certo la triste realtà della vita 
non soccorre le associazioni matematiche, come fa per 
quelle comuni: tutti i giorni si incentra un funerale, 
che ci rinforza la convinzione nella premessa maggiore 
del sillogismo classico. Ma non sì vede sempre un quo- 
ziente insensibile, al dilatarsi uniforme dei suoi gene- 
ratori! 

Questa diversità spiega la grande differenza fra le 
convinzioni matematiche e quelle comuni. In geometria 
i sensi intervengono, ma in aritmetica essi sono muti. 
Si potrà tentare di far eseguire la divisione sui seg- 
menti, oppure far constatare la verità della proposi- 
zione sopra vari esempi numerici; ma l'impressione ri- 
marrà sempre debole. 

Per provare che le convinzioni nascono dall’associa- 
zione, basta osservare la fede colla quale tutti accet- 
tano i risultati delle operazioni aritmetiche, ad esempio 
della divisione, di cui certo non conoscono, nè deside- 
rano la dimostrazione; poichè fin dall'infanzia, ne vi- 
dero costantemente il risultato confermato dall’espe- 
rienza. 

Conseguenza didattica di quanto precede, è la ne- 
cessità di stabilire con tutti i mezzi, descrittivi o spe- 
rimentali, la convinzione dell'alunno nelle premesse del 
ragionamento, che si vuole esporre. 

10. — Taluno volle far risalire la debolezza della 
convinzione lasciata in certi spiriti dalle dimostrazioni 
matematiche, all’uso frequente che in esse si fa del 
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metodo di riduzione all'assurdo. Lo Schopenhauer disse 
che, con questo metodo, la verità sembra introdursi 
furtivamente, poichè risulta, per accidente, da qualche 
circostanza accessoria; l’assurdo sbarra tutte le porte 
col principio di contraddizione, e ne lascia aperta una 
sola, per la quale si è costretti a passare. Sarebbe 
una specie di violenza, che si usa alla ragione; certe 
menti si rivoltano a questa costrizione. 

Noi non crediamo però, che dall'uso di tale metodo 
particolare possa derivare menomamente la spiegazione 
delle difficoltà, che a tanti presenta il metodo razio- 
nale; poichè abbiamo sempre notato che esso non eo- 
stituisce una difficoltà speciale, per cui vengano meno 
intesi quei teoremi, in cui se ne fa uso. 

Però occorre che il raziocinio sia breve, cioè che la 
contraddizione o l’assurdo finale sia pronto, per dissi- 
pare subito il dubbio generato coll’antitesi supposta. 
Quei teoremi che, partendo da questa, cioè dalla nega- 
zione della tesi, presentano una lunga serie di conse- 
guenze, prima di cadere nell’assurdo, gettano nello spi- 
rito una luce men chiara di verità, Poichè la mente, 
convinta dalla giustezza del lungo procedimento de- 
duttivo, finisce, come per riflesso, ad annettere un senso 
di verità assoluta alle conelusioni intermedie, e se ne 
distacca a malincuore, quando ta contraddizione finale 
distrugge quelle illusioni. 

Nelle dimostrazioni per assurdo dei teoremi di geo- 
metria, sarà opportuno seguire il consiglio del Lacroix, 
di evitare, cioè, che la figura urti troppo contro quelle 


‘proprietà, che si assumono provvisoriamente come vere, 


per giungere alla contraddizione. 


CAPITOLO IX 


L'associazione psichica nella didattica matematica. 


I, L'utilità didattica dell'associazione. —.&. Associazione delle 
conoscenze razionali a quelle intuitive. — 3. Esempi di as- 
sociazioni fra concetti analoghi. — 4. Associazione di imma- 
gini concrete ad idee astratte. — 5. Necessità di alternare 
l'associazione coll’astrazione. 


1. — L'importanza del gran fenomeno psichico del- 
l'associazione, nella riproduzione delle conoscenze ,venne 
rilevata fin dai tempi dei filosofi Greci, e posta poi in 
piena luce dagli illustri fondatori della Seuola Inglese, 
che l’estesero anche alla formazione stessa della co- 
noscenza; cercando di spiegare, mediante l’associazione, 
tutto il congegno della macchina intellettiva. 

Non spetta a noi l'indagare, se questa spiegazione 
abbia esagerato il valore dell’associazione, negando l’in- 
tervento di una attività propria del soggetto, e ridu- 
cendo tutti gli elementi delle conoscenze, dall’intuizione 
al ragionamento, ad un effetto di combinazioni, sempre 
più complesse, delle sensazioni. 

Questa questione interessa la filosofia, che deve stu- 
diare il problema della conoscenza, partendo dalle origini 
dell'individuo e della specie; non la didattica, che deve 
studiare quel problema nell'alunno, in cui la funzione 
analitica e sintetica dell’intelletto è già in istato di for- 
mazione inoltrata. 

Perciò la didattica si occupa soltanto dell’associazione 
riflessa e dominata dall’energia interiore, in cui le rap- 
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presentazioni ‘siano coordinate deliberatamente in vista 
del suo fine, cioè dell'istruzione delle giovani menti. 

Fra le varie formulazioni del principio di associa- 
zione, ci pare che la più semplice sia la seguente, do- 
vuta all’Hamilton: « Sono suggeriti gli uni dagli altri 
quei pensieri, che altra volta hanno fatto parte di un 
medesimo atto totale di conoscenza ». 

Bisogna però distinguere due specie di totalità, nel- 
l'atto di conoscenza: quella soggettiva o psicologica, de- 
rivante da connessioni estrinseche e contingenti, e quella 
oggettiva o logica, derivante da connessioni intrinseche 
e necessarie. 

La prima è relativa al soggetto pensante, e dipende 
da rapporti di somiglianza intuiti da esso fra le parti 
della conoscenza totale, oppure da coincidenze di conti- 
guità nella sua coscienza. 

La seconda, cioè la connessione logica (cui taluni ne- 
gano la denominazione di associazione) lega quelle parti 
in virtà delle leggi generali ed obbiettive del pensiero. 
Di questa specie di associazione qui non ci occuperemo; 
il suo studio spetta alla logica. Per la didattica, la 
maggiore importanza spetta all'associazione psicologica, 
la quale può fornire un valido aiuto per coordinare le 
cognizioni e stabilire dei punti di appoggio, che servano 
a richiamarle. 

Questa forma di associazione vale per tutti gli stati 
psichici; quindi anche per le percezioni di figure geo- 
metriche, aggregati di oggetti, disposizioni grafiche, 
analogie e consonanze verbali di enunciati o formule, e 
per le immagini di quelle percezioni (cioè per le loro 
ripresentazioni mentali senza lo stimolo sensibile). 

2. — Ci proponiamo di rilevare l'importanza didat- 
tica dell’associazione per lo studio della matematica, sia 
riferendo quelle associazioni, che più comunemente si 
usano, sia indicandone qualeuna che, a nostro parere, 
potrebbe giovare nell'insegnamento elementare. 

Sono ben noti i vantaggi in genere, che |’ osserva- 
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zione delle proprietà concrete (cioè dedotte dalle per- 
cezioni e dalle immagini) può arrecare alla chiarezza 
delle idee astratte da quelle. Per usare una similitudine 
del Poincaré, diremo che la conoscenza matematica non 
deve mai essere spogliata completamente dall'armatura 
provvisoria che servì a sostenere l’edificio, durante la 
sua primitiva costruzione ; anche se il perfezionamento 
della teenica logica ha permesso poi di edificarlo senza 
quell’armatura. Questa, cioè (per uscire dalla metafora) 
l'insieme dei dati intuitivi suggeriti dalle sensazioni, 
fornisce allo spirito un materiale pronto, col quale esso 
può in molti casi ricostruire la conoscenza astratta. 

Ma affinchè questo soccorso possa essere invocato, 
occorre che la mente conosca quella connessione; cioè 
che i dati intuitivi siano stati associati alle corrispon- 
denti astrazioni. 

E queste connessioni, anche se inutili alla trattazione 
logica, debbono essere indicate dalla didattica. 

Si consideri, per esempio, quanto maggiore sforzo 
deve compiere la mente per intendere e riprodurre le 
teorie dei numeri reali e delle funzioni continue, quando 
le venga nascosto il legame che unisce quelle teorie alle 
proprietà intuitive della linea. 

Così le analogie fra proposizioni di geometria piana 
e di stereometria, il principio di dualità, offrono esempi 
di ravvicinamenti fecondi, non solo per la riproduzione, 
ma anche per la scoperta di nuove proprietà. 

3. — Rieorderemo qui aleune associazioni che si pos- 
sono stabilire in casi diversi, e che giovano nella pra- 
tica dell'insegnamento elementare. 

I teoremi sul quadrato della somma o della differenza 
di due segmenti, associati alle corrispondenti proposizioni 
aritmetiche; le proprietà degli angoloidi simmetrici alla 
relazione fra una mano e il guanto dell'altra, ovvero 
fra un oggetto e la sua immagine riflessa da uno specchio 
piano; le proprietà della sfera a quelle del cerchio; 
quelle degli angoloidi a quelle dei poligoni, ece, 
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Sarà pure utile far rilevare le analogie fra le pro- 
gressioni aritmetiche e quelle geometriche ; fra la ri- 
duzione delle frazioni allo stesso denominatore e la ri- 
duzione dei radicali allo stesso indice ed anche colla 
trasformazione dei poligoni in triangoli, 0 dei poliedri 
in tetraedri, di uguale altezza; fra la scomposizione di 
un numero in fattori primi e la determinazione della 
formula molecolare di una combinazione chimica. 

Per certe menti, poco atte alla deduzione, riescono 
utili aleune similitudini, associate agli stessi procedimenti 
dimostrativi. 

Così i concetti di simmetria e transitività delle re- 
lazioni che li ammettono (eguaglianza, equivalenza, si- 
militudine, parallelismo eec.), possono essere associati 
alle proprietà di parentela, che pure li ammettono (ad 
es. ai fratelli). La relazione di disuguaglianza, che è 
iransitiva, ma non simmetrica, può venire associata a 
quella di ordine lineare (essere prima di, 0 dopo di), 
la quale è intuitiva, oppure a quella di discendenza 
etnica (antenato di o discendente da). 

Il concetto del metodo di dimostrazione per induzione 
matematica da » ad » + 1, può venire associato a 
quello della trasmissione, da una generazione alla sue- 
cessiva, di un carattere ereditario della specie. Basterà 
supporre che questa trasmissione sia ritenuta necessaria 
dalle scienze biologiche, perchè il verificarsi di quel ca- 
rattere nella prima generazione implichi la sua veri 
ficazione in tutte le generazioni successive. 

Le definizioni delle operazioni inverse (sottrazione, di- 
visione, radice) possono essere illustrate con esempi 
comuni tolti dalle relazioni fra parenti, e in genere dalle 
relazioni non simmetriche. Ad esempio, supponendo data 
la relazione « a padre di è », si potrà definire la relazione 
inversa « e figlio di d », quando e sia tale, che suo padre 
sia d. (Naturalmente si tratta qui di una analogia psico- 
logica, usata a scopo didattico, non di una analogia logica: 
perchè non si può assimilare senz’ altro il concetto di 
operazione a quello di relazione). 


PRE O SOT 


108 CAPITOLO IX 


È ben noto che il metodo analitico, per la dimo- 
strazione di un teorema, consiste nel trovare una pro- 
posizione, di cui sia conseguenza la tesi del teorema, 
poi una seconda proposizione di cui sia conseguenza la 
prima, e così via, finchè sì giunga ad una proposizione 
nota. Questo procedimento logico può essere assimilato 
alle operazioni che compirebbe un esploratore, abban- 
donando un certo luogo, posto in una regione seono- 
sciuta, per poterlo rintracciare. Egli noterebbe nelle 
vicinanze, e fisserebbe nella sua mente, un'altura, un 
albero, insomma un punto di facile riconoscimento, dal 
quale fosse agevole lo scoprire il luogo abbandonato ; 
poi allontanandosi, fisserebbe un secondo punto di rico- 
scimento, dal quale si potesse scoprire il primo, indi un 
terzo e così via, fino a giungere ad una stazione ©0- 
nosciuta. Dovendo rifare il viaggio, partendo da questa, 
egli si proporrà di incontrare i segnali precedenti, in 
ordine inverso a quello in cui egli li osservò; cioè prima 
l’ultimo, indi il penultimo, e così via. Così il matematico, 
partendo dalla proposizione nota, che segnava la sua 
stazione d’arrivo nel viaggio retrogrado compiuto col 
metodo analitico, potrà, volendo seguire il metodo sin- 
tetico, dedurre le proposizioni incontrate prima, consi- 
derandole ordinate nel senso opposto a quello della loro 
scoperta. 

Il noto procedimento per stabilire la somma degli 
angoli interni di un poligono, basato sulla scomposizione 
di questo in triangoli, aventi comune un vertice interno 
al poligono, può essere assimilato alla pesata lorda di 
altrettanti recipienti, da cui, per avere il peso netto 
totale, si toglie la tara complessiva (quattro angoli 
retti). 

Potremmo riferire vari altri esempi consimili, e ce ne 
asteniamo, poichè, per quanto vantaggiosi nel vivo in- 
segnamento, possono  par'ere mezzi puerili, portati fuori 
della scuola. 

4.— Ma ci conforta il leggere che, anche il Roma- 
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gnosi, nell’introduzione ai suoi « Discorsi sull’insegna- 
mento delle matematiche », dopo aver deplorato la fa- 
cilità con cui sfuggono le cognizioni matematiche, ag- 
giungeva: 

«Ma se queste cognizioni fossero ben simboleggiate 
< ai sensi e raccomandate alla fantasia, a me pare che 
« lungi dal cadere si prestamente in oblivione, esse 
« si radicherebbero meglio delle altre nella nostra me- 
« moria ». 

A conferma di ciò, si può osservare, come si attacca 
tenacemente alla mente dei fanciulli la regola sul quoto 
di due frazioni, purchè loro venga insegnato di capovol- 
gere la seconda di esse, invece di invertirne i termini, 
che sarebbe più corretto. Quella piroetta ideale li diverte, 
colpisce la loro immaginazione, e venendo associata alla 
regola, costituisce il gancio mentale per riafferrare 
questa. 

Ma si può pure osservare, come la tradizione 
mantenga nel linguaggio matematico (almeno in quello 
orale) certe locuzioni, la cui utilità consiste precisamente 
nel richiamare alla mente fatti sensibili, e materializ- 
zare, per così dire, le astrazioni corrispondenti a quelle 
locuzioni. 

Così in aritmetica, si usa dire che si riuniscono le 
parti di una somma, si leva il sottraendo dal minuendo, 
si cerca quante volte il divisore è contenuto nel divi- 
dendo, associando per tal modo alle operazioni sui simboli 
astratti, l’immagine famigliare delle corrispondenti ope- 
razioni eseguite sulle grandezze concrete. Poichè quelle 
locuzioni hanno un senso proprio, se riferite a gran- 
dezze empiriche, e hanno un senso figurato, se riferite 
ai numeri. 

Anche in geometria, l'immaginazione è aiutata da 
espressioni, che hanno un senso proprio materiale, rife- 
rendole ai disegni empirici e alla loro posizione solita, 
ma che non avrebbero aleun senso, riferendole alle 
figure ideali. 


110 CAPITOLO IX 


Per esempio si dice spesso, che sì costruiscono figure 
si tirano rette, si innalzano, si abbassano perpendieo- 
lari, ece. D’altra parte tutti sanno che l'uso delle di- 
sposizioni grafiche, dalle operazioni fondamentali del- 
l’aritmetica ai più complicati algoritmi dell'algebra, serve 
a risparmiare una parte dello sforzo mentale, per la 
suggestione della disposizione sensibile scritta; la quale, 
essendosi associata ai concetti e ai metodi del procedi- 
mento, serve a richiamare questi stessi. 

I fanciulli, per esempio, dovendo dividere un numero 
di due eifre per un numero di una sola cifra, chiudono 
questo nella nota casella del divisore; perchè questa 
agisce per suggestione, richiamando nella loro mente il 
meccanismo astratto della divisione, a cui essa fu sempre 
associata. È evidente che la casella non può servire ad 
altro, nel caso semplice di cui si tratta. 

Ed anche per le operazioni su numeri maggiori, e 
per molti che non sono più fanciulli da lungo tempo, 
le linee tracciate sulla carta durante l'esecuzione delle 
comuni operazioni aritmetiche, non hanno il solo fine 
di separare i dati dai risultati, bensì quello più impor- 
tante di suggerire, per effetto di inveterata abitudine, 
il processo mentale. Si noti, ad esempio, l'utilità par- 
ticolare della croce, usata per separare i resti, nelle 
prove del 9 e dell’11, 

Perciò l’uso di buone disposizioni grafiche, uniformi 
ed ordinate, nei calcoli e nelle indicazioni, è da racco- 
mandarsi; poichè, sostituendo a poco a poco, coll'abitudine, 
una parte dello sforzo per la ricerca del metodo, eco- 
nomizza il lavoro della mente. E ciò non solo per le 
menti pigre, alle quali anzi il meccanismo può riuscir 
indispensabile, ma anche per le menti più agili, le quali 
potranno risparmiare le loro forze per occupazioni più 
proficue, rispetto al fine educativo della scienza. 

5. — Mettendo le considerazioni precedenti sotto la 
protezione, per così dire, della legge fondamentale di 
tutta la nostra attività psichica, abbiamo voluto dimo- 
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strarne l'importanza rispetto all'arte dell'istruire, che è 
psicologia applicata. Però, siecome molte di quelle con- 
siderazioni tendono a connettere le astrazioni ad im- 
magini concrete, ci importa dichiarare che non abbiamo 
voluto diminuire il valore dell’astrazione nell'insegna— 
mento di una scienza, che precisamente mira alle più 
alte astrazioni del simbolismo puro. Solo abbiamo inteso 
di provare che l’associazione può utilmente intervenire 
per temperare l’opera dell'astrazione, che è una disso- 
ciazione; e che dall'uso prudente dell'una e dell'altra 
operazione psichica, può seaturire un buon sistema di 
prima esposizione elementare. 

È stata studiata dagli psicologi la grande differenza 
di capacità d’astrazione, non soltanto fra gli scienziati, 
ma anche fra gli artisti ed i letterati. Questa differenza 
si rivela anche nei giovanetti di una stessa classe; è 
quindi compito dell'insegnante il saperla scoprire e te- 
nerne conto, regolando il grado di astrazione della 
trattazione, in conformità della capacità media d’astra- 
zione degli alunni. Per questo fine l’ assoziazione, op- 
portunamente usata, potrà servire come agente correttivo 
e neutralizzatore. 


CAPITOLO X 


L'insegnamento nel ginnasio inferiore. 


1. Il significato di matematica pratica. — 2. La preparazione al 
metodo razionale. — 3. Il concetto di intuizione in matema- 
tica. — 4. Il metodo intuitivo. — 5. Il metodo sperimentale 
nell’insegnamento geometrico. — 6. Il metodo sperimentale 
nell’insegnamento aritmetico. 


1. — Poichè la scienza matematica, come è attual- 
mente costituita (cioè prescindendo da ogni discussione 
filosofica sulla genesi delle sue verità fondamentali) è 
razionale, qualunque trattazione di essa, in cui venga 
trascurato quel metodo deduttivo, che ne cementa le 
parti, non potrà ritenersi scientifica. Così non sarebbe 
scientifica una trattazione delle conoscenze di fisica 0 
di chimica, che ne esponesse solo le leggi edi risultati, 
senza descrivere i fatti e gli esperimenti, in base ai 
quali quelle leggi vennero indotte. 

< Une accumulation de faits, — osserva il Poincarè 
« — n'est pas plus une science, qu’un tas de pierres 
« n'est une maison » (1). 

Ma poichè, nelle scuole inferiori, lo sviluppo psicolo- 
gico degli alunni non consente l’uso del metodo dedut- 
tivo, si presenta la questione del metodo, che debba 
sostituirlo, per una trattazione adatta alle condizioni di 


(1) La science et l'hypothèse, p. 168. 


di 


I 
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quello sviluppo, la quale, non potendo essere scientifica, 
viene chiamata pratica. 

La denominazione di pratica, che comunemente viene 
attribuita alla matematica, spogliata del suo metodo 
razionale, sembra involgere un fine utilitario immediato, 
al quale dovrebbero essere rivolti i suoi insegnamenti. 

Ora, mentre le applicazioni dei risultati matematici 
(calcoli e misure) possono parere evidenti per gli alunni 
delle scuole tecniche e professionali, destinate alla for- 
mazione dei futuri commercianti, artigiani ed agricol- 
tori, non altrettanto avviene per gli alunni delle scuole 
di cultura. 

Le comuni contingenze della vita, quando si escluda 
l'esercizio di quelle particolari professioni, non richiedono 
conoscenze superiori alle quattro operazioni aritmetiche 
sugli interi e decimali, e al sistema metrico decimale. 
E si potrebbe pure osservare che, anche in quelle pro- 
fessioni, in cui realmente occorrono procedimenti ma- 
tematici, i problemi ‘pratici non vengono quasi mai 
risoluti coi metodi insegnati; ma mediante l’uso di ta- 
helle e prontuari, che permettono un notevole risparmio 
di tempo e di fatica. Quindi si può dire che, anche per quei 
professionisti, lo studio matematico, più che ad adde- 
strarli nell’uso degli strumenti di cui in realtà faranno 
uso, serve a presentare una fuggevole visione del mec- 
canismo col quale furono costruiti, da altri, gli stru- 
menti che adopereranno nell’esercizio pratico della pro- 
fessione. 

Se poi si vuol concedere che questa visione possa 
facilitare l'uso pratico delle tabelle, questo scopo viene 
a mancare per le scuole di cultura. In queste dunque 
l'insegnamento matematico, anche nelle classi inferiori, 
avrà carattere formativo, cioè sarà indirizzato alla cultura 
delle facoltà di osservazione, di astrazione e di imma- 
ginazione geometrica. Abbiamo già osservato che tutte 
le conoscenze hanno valore formativo, ma che il valore 
intrinseco può mancare in esse, quando non ne risulti 


Leoni. — Matematica, 8 
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un fine immediato, cui possano essere applicate dalla 
generalità. Da molti però sì considera come criterio del 
valore intrinseco, la loro eventuale e particolare ap- 
plicabilità ad un fine pratico. Secondo questo criterio, 
potenziale, si potrà ritenere che il carattere delle co- 
gnizioni matematiche, date nelle scuole di cultura, sia 
pure informativo, per le applicazioni che se ne possono 
fare in ordini diversi di studio, 0 in contingenze parti- 
colari. 

È in questo senso che debbono interpretarsi le istru- 
zioni dei programmi governativi, relative all’insegna- 
mento pratico della matematica nel Ginnasio inferiore. 

® nel medesimo senso, potranno ritenersi pratici i 
problemi sulle regole di interesse, sconto, i quesiti di 
moto, di misure di aree, volumi, ece., benchè ne manchi 
applicazione comune © frequente nella vita pratica ; 
perchè essi servono @ certi specialisti, o almeno ai pre- 
paratori del materiale usato da questi ultimi. 

Esaminato il criterio di praticità dei problemi sotto 
il rispetto dellla loro frequenza di applicazione, resta a 
studiarlo sotto il rispetto della realtà, ossia del suo 
valore di previsione, € della sua conformità coi fatti 
economici, biologici e fisici, che sono rappresentati dai 
dati del problema. Sotto questo punto di vista la più 
semplice questione pratica può offrire delle difficoltà, 
sulle quali la soluzione matematica elementare deve 
sorvolare, a meno di perdere il suo carattere elementare. 
Per esempio, la legge di proporzionalità, cui si ricorre 
per la soluzione dei problemi di moto, di effetto di 
forze, di indole commerciale, non può rigorosamente rap- 
presentare aleuno dei fenomeni, ai quali viene applicata. 

I soliti problemi sul movimento di corrieri, carrozze, 
treni, presuppongono sempre che questo sia uniforme, 
mentre in realtà non lo è mai; il costante disaccordo fra 
le indicazioni degli orari ferroviari, calcolate in base 
alle velocità teoriche, e le ore d'arrivo o di partenza 
effettive, ce ne fornisce una prova eloquente. I problemi 
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sull'effetto risultante da più cause, lavoro compiuto da 
più operai, consumo alimentare di più persone ece., sono 
fondati sull'ipotesi che gli effetti parziali non possano 
disturbarsi reciprocamente, mentre in realtà essi si in- 
fiuenzano. Anche volgarmente si dice: dove mangiano 
dieci persone, possono mangiare undici! Le stesse que- 
stioni commerciali di compra-vendita, alle quali parrebbe 
che la legge di proporzionalità fosse applicabile in virtà 
ili una convenzione sociale, subiscono nella realtà fre- 
quenti deviazioni da quella legge, dovute al sovrapporsi 
di altre convenzioni usuali sul mercato, e non sempre 
traducibili matematicamente (1). E potremmo continuare 
questa analisi sui problemi, cosidetti di aritmetica pra- 
tica, provando che le soluzioni scolastiche di essi 
sono quasi sempre inesatte, rispetto ai risultati eflet- 
tivi che le questioni corrispondenti presentano nella vita 
esteriore. 

Si può osservare che anche molte leggi della fisica, 
sulle quali è fondata la risoluzione di importanti que— 
stioni tecniche, sono approssimate; ma la tecnica, dispo- 
nendo dei metodi matematici superiori, può aumentare 
tale approssimazione fino a raggiungere un grado ben 
superiore a quello dei precedenti problemi. Ciò malgrado, 
nelle costruzioni meccaniche dell’ ingegneria, |’ ultima 
parota resta sempre alla prova collaudale, che talvolta 
distrugge tutte le previsioni della soluzione analitica ; 
appunto perchè questa non può tener conto di certe 
circostanze relative agli attriti, alla distribuzione delle 
masse, alla resistenza dei materiali, che sfuggono al 
calcolo. 


E la stessa geometria, che, per la semplicità delle 


(1) E quanto poco « reali » siano certi problemi di interesse, 
annualità, ecc. dovrebbero sapere gli insegnanti stessi, che ve- 
dono ballare sulla lavagna le belle cifre di migliaia e milioni di 
lire, che essi non hanno mai posseduto e forse mai visto! 
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sue questioni, parrebbe la più atta ad una rigorosa 
interpretazione della natura, non può oltrepassare un 
certo grado di approssimazione, perchè le misure delle 
grandezze fisiche non sono mai conosciute con precisione 
assoluta. Per mantenerci nell'ordine di applicazioni che 
consideriamo, basta pensare alle soluzioni dei problemi 
sulla cubatura delle botti e dei mucchi di ghiaia, in 
cui, oltre le incertezze delle misure, intervengono quelle 
relative alla forma, che è variabile da paese a paese. 
Negando alle applicazioni scolastiche delle regole teo- 
riche quei caratteri, che veramente le renderebbero 
utilitarie per la maggioranza degli uomini, e ne costi- 
tuirebbero quel valore, che chiamammo intrinseco, non 
vogliamo certo togliere ad esse il valore formativo. 
Anzi quella stessa incertezza dei loro risultati di fronte 
alla realtà, offre alla mente degli alunni un esempio 
istruttivo del processo storico della costruzione scien- 
tifica; la quale, per l'interpretazione delle leggi della 
natura, sostituisce alla realtà un primo scheletro ideale, 
cui possano applicarsi le ipotesi più semplici, e poi via 
via, col progresso dei suoi metodi, sostituisce al primo 
scheletro, altri sempre più approssimati. \ 
Eliminata quella ragione di praticità, che si suole 
addurre per giustificare la preferenza didattica dei pro- 
blemi considerati, si affaccia il dubbio se tale preferenza 
sia giustificata da una maggiore attrazione, 0 interesse, 
degli alunni per quei problemi. Diciamo subito che noi 
non abbiamo osservato tale preferenza. Anche in quei 
casi particolari, in cui le questioni toccavano diretta- 
mente le condizioni esterne o famigliari dell'alunno, si 
rivelava generalmente l'indifferenza di esso alla natura 
della questione; i figli di commercianti non mostravano 
speciale attenzione pei problemi di interesse, sconto; e 
nemmeno i figli dei capitalisti per quelli sulla rendita 
consolidata, A_ quell'età, tranne scarse eccezioni relative 
ai figli di contadini avari o di bottegai, il sentimento 
utilitario non si è sviluppato ancora; per interessare il 
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bimbo ad un argomento, val più cominciare: c'era una 
volta ..... che dirgli: ascolta, ciò ti servirà un giorno. 
Le avventure immaginarie create dalla fantasia di 
Giulio Verne contribuiscono, ad invogliare le giovani 
menti di curiosità scientifiche, assai più dell'osservazione 
diretta di tutta la meravigliosa realtà, che la teenica 
moderna ha sparso nelle loro case. 

E, stando nel campo matematico, la curiosità giova- 
nile si sveglia di preferenza per quei problemi di ar- 
gomento immaginario, tradizionali nei nostri testi: come 
i noti problemi dell’eredità del turco, che lega i suoi 
cammelli ai figli con un testamento sbagliato; della lepre 
e del cane, e di cento altri, che sono i più difficili. Il 
loro carattere di giuoco, o di scherzo, attrae la psiche 
dei giovinetti, la quale ama pascersi piuttosto del fan- 
tastico e del chimerico, che del reale. Quelle fantasti- 
cherie sono la realtà per l’anima del fanciullo; perchè 
distruggerle? 

Perchè non sfruttare, ai fini dell’insegnamento, quella 
sete di illusioni, quel bisogno di sogni? Anche noi adulti, 
in fondo, sogniamo: sogniamo dolcezze di affetti o sfoghi 
di vendetta, successi di gloria o fonti di luero; beati 
quelli che possono sognare sul turco originale e sulla 
lepre saltellante. Concludendo, i problemi, chiamati pra- 
tici, non presentano aleuna ragione di preferenza didat- 
tica; e ogni argomento, che possa attrarre l’attenzione 
ed esercitare la riflessione degli alunni, è ugualmente 
utile per la loro formazione mentale. 

2. — Al fine pratico, di cui abbiamo parlato finora, 
si vuole aggiungere un fine secondario, di preparazione 
speciale al futuro studio razionale. 

La nostra esperienza personale ci ha persuasi del- 
l'indipendenza delle attitudini mentali rispetto allo studio 
pratico e a quello razionale, avendo spesso constatato 
(specialmente nelle alunne) una inversione nel profitto 
degli alunni, cioè la deficienza rispetto all'esercizio logico 
di alunni eccellenti in quello pratico, e viceversa. 
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E di ciò si può dare la ragione, pensando che la 
prontezza nei calcoli numerici e l'abilità nel disegno e 
nelle costruzioni geometriche possono essere innate, 0 
acquisite per circostanze esterne alla scuola; mentre tali 
doti ben poco giovano per l’uso del processo deduttivo. 
A riprova di questo fatto, si possono citare i calcola- 
tori prodigiosi, la cui fenomenale attività calcolatrice si 
dimostrò inerte davanti ai più semplici raziocini. 

Per le femmine, osservando che il cambiamento di 
metodo avviene all'età della puberta, si potrebbe attri- 
buire il fenomeno d’inversione sopra notato alle per- 
turbazioni fisiologiche che accompagnano quell'età. Ma 
in esse l'inversione ilel profitto avviene sempre in un 
senso, cioè esse passano da ana certa prontezza d'in- 
inizione nella matematica pratica ad una grande diffi- 
coltà di comprensione della matematica razionale. Dunque 
l’effetto propedentico dell’ insegnamento pratico si di- 
mostra insufficiente a trionfare delle caratteristiche spi- 
rituali del sesso, in cui il sentimento e la libera im- 
maginazione predominano sulla capacità d’astrazione e 
di ragionamento, Anche il fenomeno opposto, ossia il 
lento rivelarsi di attitudini logiche in certi maschi, che 
parvero refrattari allo studio pratico, conferma la nostra 
tesi; mostrando che lo sviluppo della mente ragionatriee 
non rimane ostacolato dalle deficienze della preparazione 
anteriore. Questa preparazione dunque, prescindendo dal 
suo valore formativo generale della mente e dal van- 
taggio speciale della pratica teenica della nomenclatura 
e dei calcoli, non può modificare il rapporto primitivo 
fia le diverse facoltà dell'alunno, in modo da far emer- 
gere particolarmente quelle più utili per lo studio 
logieo. 

3, — Veniamo ora a parlare dei metodi d'insezna- 
mento, e dell’insegnamento geometrico, in particolare. 

Tralasciando le trattazioni ibride semi-intuitive, sì può 
dire che i metodi usati sono due: quello intuitivo 
e quello sperimentale od operativo; spesso confusi in- 


a 
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sieme. Il metodo intuitivo ‘ha vari significati, corri- 
spondenti a quelli che si attribuiscono alla parola 22- 
tuisione. Noi intenderemo per intuizione, un atto spon- 
taneo della mente, pel;quale essa acquista urta cono- 
scenza, anteriormente a qualsiasi riflessione 0 ragiona- 
mento. 

Ora questa capacità della mente di costituirsi una 
conoscenza intuitiva è relativa al suo stato di forma- 
zione: nel fanciullo essa è limitata ai dati bruti delle 
sensazioni, ma eol progredire del suo sviluppo psichico, 
essa salirà a conoscenze sempre più astratte. È noto 
che, secondo l'ipotesi filosofica nativista, esistono, oltre 
le intuizioni sensibili, le intuizioni «a priori », cioè 
innate, ereditate dalla specie ed indipendenti dall’espe- 
rienza esterna. 

Alla famosa disputa filosofica fra i sostenitori del- 
l'ipotesi nativista e di quella empirica sull'origine dei 
primi concetti geometrici, noi non diamo aleuna impor- 
tanza didattica (1). Poichè, ammessa la seconda ipotesi, 
all’età in eui i fanciulli entrano nella scuola secondaria, 
si può ragionevolmente supporre, che | esperienza del 
mondo esteriore, e gli insegnamenti della seuola elemen- 
mentare, abbiano già costituito nella loro mente quei 


___________— 


(1) Gli empiristi, ammettendo che le nostre nozioni sullo 
spazio derivino unicamente dall’ associazione di certe serie di 
sensazioni, tenderanno a favorire l’ occasione di queste associa- 
zioni, presentando ai sensi dell’alunno il maggior numero possi- 
bile di cognizioni geometriche di fatto, e così daranno al loro 
insegnamento un carattere prevalentemente operativo o sperimen- 
tale. I nativisti, accordando al nostro spirito la facoltà di costi. 
tuirsi da sè certe forme geometriche e certe loro proprietà, pre- 
feriranno guidare l'alunno, sia pure prendendo occasione da 
esperienze esterne, a concentrare la sua attenzione su quei dati 
interni, che si presuppongono innati in lui, Insomma i primi ten- 
deranno a circondare la psiche dell'alunno con un ambiente 
esterno artificiale, che possa fornirgli un massimo di esperienze; 
i secondi attribuiranno all’azione esterna o sensibile solo il com- 
pito di provocare le attività interiori. 
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materiali intuitivi, che bastano per l'acquisto dei con- 
cetti geometrici fondamentali. 

D'altra parte la teoria nativista si limita a richiedere 
la costituzione (a priori) soltanto delle forme geome- 
triche più semplici, per modo che le due ipotesi con- 
ducono alla medesima conseguenza, per quanto ri- 
guarda lo stato attuale di formazione mentale di quei 
fanciulli. 

In didattica, il significato di intuizione, non si limita 
alla formazione spontanea delle sole idee primordiali, 
come in filosofia; ma si estende bensì all’acquisto im- 
mediato di tutte quelle conoscenze, che appariscono 
attualmente evidenti, anche in virtù di riflessioni re- 
mote, o di ragionamenti dimenticati, 0 di analogie in- 
travviste. Per esempio, si dirà che l’uguaglianza degli 
angoli di un triangolo equilatero è intuitiva per uno 
studente liceale; e che tale è pure l’esistenza della de- 
rivata di ogni funzione continua, per uno studente 
universitario (benchè quest'ultimo principio subisca ec- 
cezioni, scoperte dall’analisi). 

Anzi questa intuizione, diremo, superiore, è il più 
potente strumento d’invenzione scientifica, malgrado i 
celebri errori, che essa ha prodotto in certe complicate 
questioni matematiche. Essa prepara il funzionamento 
del pensiero logico, anticipando, sotto forma schematica 
ed ancora indecisa, le connessioni più generali di quel 
pensiero (1). 


(1) Dell’importanza dell’intuizione matematica, ha trattato 
magistralmente il Porncaré nelle sue opere (V. particolarmente 
Science et méthode L. Il, Ch. 2; La valeur de la science, 
1e'e Partie, Ch. 12"). « Le but principai de l'enseignement mathé- 
« matique — scrive a p. 186 della prima opera citata — 
« est de développer certaines facultés de l' esprit et  parmi 
« elles l’intuition n'est pas la moins précieuse, C'est par elle que 
<le monde mathématique reste en contact avec le monde réel, 
« et quand les mathématiques pures pourraient s'en passer, il 
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4. — Rilevata così l’importanza matematica dell'intui- 
zione, si dovrà ritenere per metodo intuitivo quello che si 
propone di usufruire della capacità intuitiva degli alunni, 
di coltivarla e di estenderla. 

Nelle scuole primarie, detto metodo si confonde eol 
metodo oggettivo; mediante il quale si richiama l'atten- 
zione del fanciullo sulle cose, che cadono sotto i suoi 
sensi, stimolando il suo spirito d’osservazione, facendogli 
rilevare il nome, le particolarità, gli usi, gli attributi 
essenziali ed accidentali dell’oggetto, e guidandolo sino 
alle astrazioni del numero e della forma. 

Da queste astrazioni, rese famigliari collo studio ele- 
mentare, si potrà partire nella scuola secondaria. Anzi 
tutto si dovrà curare la prontezza e l'esattezza della 
percezione delle figure; per modo che l'alunno, fondendo 
e integrando la sensazione attuale coi residui mnemo- 
nici di impressioni precedenti delle stesse figure, le ri- 
conosca immediatamente, distinguendole da altre consi 
mili, ed identificandole col loro nome scientifico. Per questo 
scopo, affine di moltiplicare le sensazioni di una mede- 
sima forma (il che non si otterrebbe obbligando l'alunno 
ad osservare ripetutamente i disegni del testo o della 
lavagna), sarà di valido aiuto l'esecuzione del disegno, 
fatto dell'alunno stesso a mano libera, o con stru- 
menti. 


« faudrait toujours y avoir recours pour combler l’abime qui sé- 
e pare le symbole de la réalité ». E a p. 25 della seconda opera 
citata: « Sans elle, les jeunes esprits ne sauraient s’ initier è les 
« aimer et n'y verraient qu'une vaine logomachie; sans elle sur- 
« tout, ils ne deviendraient jamais capables de les appliquer ». 
Anche il Kuern ne rileva l’importanza; egli osserva pure che 
l'intuizione spaziale costituirebbe una capacità predominante nelle 
razze teutoniche, mentre nei latini predominerebbe il senso cri- 
tico e puramente logico (V. Conférence VI au Congrés de Chi- 
cago, 1893); come venne pure osservato dalla Commissione inter- 
nazionale dell’insegnamento matematico (V. Atti del Congresso 
di. Milano, 1911). 
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Assicurata la percezione, ossia il pronto riconoscimento 
delle figure e dei loro elementi, si passerà a sviluppare 
la capacità d'astrazione, spogliando poco a poco le rap- 
presentazioni delle loro qualità sensibili. I concetti degli 
enti più generali (punto, retta, piano, angolo diedro, ece.), 
si faranno sorgere per mezzo di immagini opportuna- 
mente rievocate ed associate, riserbando le vere defi- 
nizioni logiche alle figure particolari (triangoli e loro 
specie, parallelogramma, trapezio, poligono regolare, ece.). 

Queste definizioni non dovranno mai essere ripetute 
a memoria, senza l'osservazione diretta dei relativi di- 
segni, affine di stabilire saldamente nelle menti l’asso- 
ciazione fra le immagini geometriche e quelle proprietà 
che servono a definirle. 

Il concetto di congruenza sarà presentato nel modo 
classico, cioè col movimento e la sovrapposizione; es- 
sendo assurdo, qualunque sia l'opinione su questa tanto 
dibattuta questione, affaceiarla ai fanciulli. 

Passando alle proprietà metriche più complicate, il 
sussidio dell’intuizione, svegliata dalla pura osserva- 
zione della figura, diminuisce. Così, ad esempio, essa non 
arriverà mai a darci la somma degli angoli di un trian- 
golo e il teorema di Pitagora. 

5. — Per supplire a questa deficienza del metodo 
intuitivo, si propone il metodo sperimentale od opera— 
tivo, col quale le proprietà metriche delle figure si 
verificano, eseguendo opportuni esperimenti sui loro 
modelli fisici. Esso si differenzia da quello intuitivo, 
poichè si propone di stabilire la verità di quelle  pro- 
prietà con prove empiriche; mentre il metodo intuitivo 
si limita a renderle evidenti, senza alcun: principio di 
prova. 

La denominazione di metodo operativo sarebbe assai 
più propria di quella di sperimentale; poichè così non 
potrebbe confondersi col metodo scientifico omonimo, 
che parte dall’osservazione e dall'esperienza per salire 
alla legge per via induttiva; mentre il metodo operativo 
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serve solo a verificare la legge, già nota per via de- 
duttiva. 

A vantaggio di questo metodo si può addurre il suo 
carattere attraente; poichè quelle verificazioni si possono 
far eseguire dagli alunni stessi su modelli di cartone, 
e tutti sanno con quanto piacere i fanciulli si dedichino 
a simili giuochi, 

Si erede pure che esso possa portare un sussidio mne- 
monico ed euristico, facilitando agli alunni il ricupero di 
regole dimenticate colla rievocazione e colla ripetizione 
delle esperienze fatte per verificare quelle regole. La 
cosa però ci sembra dubbia, conoscendo le abitudini 
mentali dei ragazzi, i quali preferiscono sempre affidarsi 
al soccorso della memoria meccanica, piuttostochè ad 
una rievocazione, che richieda qualche riflessione. Così, 
ad esempio, avverrà generalmente che un alunno, per 
richiamare il teorema di Pitagora, se ne appiccichi in 
testa l'enunciato, piuttostochè la costruzione suggeri- 
tagli per verificarlo. 

A svantaggio del medesimo metodo, sì può osservare 
che le esperienze sui modelli non riescono quasi mai 
esattamente. 

Per esempio, misurando eol goniometro i tre angoli 
di un triangolo sulla lavagna, non si trova la somma 
esatta di 180 gradi, sia per l'impossibilità di apprezzare 
le frazioni di grado, sia per lo spessore dei lati. Così 
verificando la relazione di volume fra il prisma e la 
piramide di egual base e altezza mediante recipienti ri- 
pieni di acqua o sabbia, non si ritrova la nota regola 
geometrica, per adesione del liquido, che si travasa, 
o per variabilità della densità della sabbia che viene più 
o meno compressa, 

Questi insuccessi sperimentali non possono edificare 
molto gli alunni sul rigore di una scienza, che è rigo- 
rosa per eccellenza. Anche supponendo di perfezionare 
lo strumento di misura, cioe di togliere le cause di er- 
rore sistematiche, resterebbero sempre le irregolarità 
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accidentali, che dovrebbero compensarsi in un gran 
numero di verifiche. Ma, nella scuola, non è possibile 
raggiungere quel numero di esperienze, che condurrebbe 
al compenso degli errori, anzi vi è îl pericolo che questi 
abbiano lo stesso senso, per due o tre esperienze sue- 
cessive, conducendo alla convinzione contraria a quella 
che si vorrebbe produrre. 

È vero che, anche negli esperimenti soliti dei ga- 
binetti di fisica, le leggi quantitative risultano verifi- 
cate solo per approssimazione; ma |’ insegnamento può 
dar ragione di ciò, esponendo le cause che spiegano le 
deviazioni rilevate. Così, per dare un esempio, nell'ana- 
lisi dell’acqua per mezzo dell’elettrolisi, non si riscontra 
un volume di idrogeno doppio di quello di ossigeno ; 
ma ciò si giustifica subito col diverso assorbimento degli 
elettrodi rispetto ai due gaz, colla diversa solubilità di 
questi, ece. Questo lavoro critico di salvataggio della 
legge teorica, a dispetto dell'esperienza, non sarebbe 
certo decoroso per la matematica, nè sarebbe educativo 
in quella tenera eta. 

Rilevando gli inconvenienti del metodo operativo, 
quale strumento di prova delle verità ideali della geo- 
metria, non vogliamo negare valore didattico alle espe- 
rienze geometriche, considerate come applicazioni e come 
illustrazioni rappresentative particolari delle leggi ge- 
nerali. 

Per esempio, dopo di aver fatto calcolare l'ipotenusa 
di un triangolo rettangolo in funzione dei cateti, me- 
diante la relazione derivante dal teorema di Pitagora, 
si potrà far constatare che, press'a poco, si troverebbe 
lo stesso valore, misurando l’ipotenusa di un modello, 
avente i cateti espressi dai dati; senza però trarre 
dall’imperfetta coincidenza alcun principio di prova del 
teorema. Così riteniamo utilissime, oltre i disegni delle 
fisgure, le misure empiriche, la stima approssimata di 
lughezze, angoli, superfici, volumi. E ciò non soltanto 
nel grado inferiore della scuola, ma anche durante l’in- 
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segnamento razionale, adoperando modelli e vedute 
stereoscopiche dei corpi geometrici, e studiando le pro- 
prietà delle figure sferiche col tracciarle, mediante il 
compasso sferico, sopra una sfera annerita. 

6. — Quegli insuccessi non si incontreranno certo, 
applicando il metodo sperimentale ed operativo all'arit- 
metica. Però qui si dovrà distinguere l’esperienza in- 
terna o mentale, da quella esterna o sensibile. 

Tutte le verifiche di proprietà aritmetiche, fatte 
coll’applicazione delle 4 operazioni, note agli alunni per 
gli esercizi delle scuole elementari, hanno carattere di 
esperienze interne, per quanto compiute col sussidio dei 
simboli seritti, che non sono necessari. Crediamo che si 
debba approfittare della fede acquisita sulla infallibilità 
dei metodi operatorì fondamentali sin dall'infanzia, per 
trarne una fonte di esperienze; senza tentare di darne 
una prova logica, che richiederebbe considerazioni sul 
concetto di numero, assolutamente incomprensibili dai 
fanciulli. 

In questo modo le proprietà della divisibilità, delle 
potenze, dei numeri primi, acquisteranno nella mente 
dell'alunno la certezza, in virtù di una induzione, che, 
più tardi, cioè col metodo razionale, verrà provata 
perfetta. 

Come fonte di esperienza esterna, per alcune delle 
proprietà formali delle operazioni, servirà l’osserva- 
zione delle proprietà combinatorie degli aggregati di 
oggetti. 

Le proprietà della somma risultano immediatamente 
dall'invarianza del numero cardinale degli oggetti di un 
gruppo, rispetto alle permutazioni ordinali ed associazioni 
parziali dei suoi elementi. La proprietà commutativa del 
prodotto di due fattori si rende evidente coll’osserva- 
zione di una matrice rettangolare di elementi concreti, 
sommandoli per linee o per colonne. E scomponendo 
la matrice totale in matrici parziali, ne risulta la pro- 
prietà distributiva della moltiplicazione rispetto all'ad- 
dizione, 
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È notevole che questo indirizzo, 0ggiì caldeggiato da 
eminenti matematici (v. ad es. Capelli, Su ‘opportunità 
di dare nell’insegnamento secondario uno sviluppo 
maggiore alla matematica combinatoria (1)), era già con- 
sigliato dall’Herbart (2). Anzi questi suggeriva ai maestri 
di far eseguire, @ bambini da 4 ad 8 anni, esercizi 
di disposizioni, combinazioni con oggetti, oppure assrup 
pando in modi diversi gli alunni stessì, ed invitandoli 
poi a contare quanti erano i modi ottenuti. 


(1) Bollettino di matematica, Anno V. 


(2) Oeuvres pedagogigques traduites par PINLOCHE, |. 297. 


CAPITOLO XI 


L'insegnamento nelle scuole elementari. 


1. Ufficio sociale della scuola elementare. — 2. La prima idea di 
numero nel bambino. — 8. Le prime operazioni ed il cal- 
colo mentale. — 4. La vita pratica e la scuola. — 5. Le fra- 
zioni ed i decimali. — 6. 1 problemi delle scuole elemen- 
tari. — 7. La redazione della soluzione e le indicazioni delle 


operazioni. — 8. L'insegnamento geometrico e i ipercritica 
matematica. 


1. — La scuola elementare ha, per noi, un ufficio so- 
ciale ben più alto ed importante della somministrazione 
del suo scarso bagaglio informativo e della sua debole 
azione formativa intellettuale. Essa, raccogliendo per 
qualche anno nelle sue aule le masse infantili delle 
classi operaie, le sottrae all'influenza deleteria dell’impuro 
ambiente, ove si svolge la loro esistenza; le. occupa 
preservandole dall’ozio o dallo sfruttamento prematuro 
delle deboli forze fisiche, sostituendosi alla famiglia, che 
non può, e spesso non vuole o non sa, adempiere al 
suo ufficio educativo. 

La buona scuola, o piuttosto la classe, presenta al 
bambino la visione di una società minuscola, amorosa- 
mente governata dal maestro, offrendogli così il primo 
esempio di un organismo collettivo, disciplinato e retto 
da principî di uguaglianza perfetta. 1 regolamenti scolastiei 
formano il primo codice, che il futuro cittadino impara 
a rispettare; i voti e le pagelle, la prima sanzione; 
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l'amore verso i condiscepoli, la riverenza al maestro sono 
i suoi primi sentimenti di simpatia umana e di ossequio 
all'autorità. La seuola pubblica, così intesa, è dunque 
per se stessa, prima di ogni sua istruzione specifica, . 
una grande maestra ed una grande livellatrice, poichè 
affratella nel comune lavoro i figli delle diverse classi 
sociali, avvicinati sugli stessi banchi, giudicati alla stessa 
stregua, Forse un giorno il lavoratore affranto dovrà 
togliersi il cappello al passaggio dell'automobile del suo 
antico vicino di banco; ma il ricordo delle ore di aflet- 
tuosa comunanza, passate nell’infanzia, gli attenuerà 
l'amarezza del presente contrasto. 

« Avviciniamo dunque gli uomini fin dall'infanzia — 
« diceva il FiranererI. — L'abito di convivere in una 
< età nelle quale le cause della discordia sono poche, 
« deboli e momentanee, fortificherà la sociale unione, 
«e avvezzerà i cittadini a considerarsi tutti come 
«membri di uno stesso corpo, figli di una stessa ma- 
« dre ed individui di una stessa famiglia: la disugua- 
« glianza delle condizioni e della fortuna perderà una 
«gran parte dei suoi tristi effetti, e la voce potente 
< della natura, che intima e ricorda agli uomini la loro 
« uzuaglianza, troverà le orecchie dei cittadini disposti 
«e preparati ad ascoltarla » (1). 

2. — Suoni dunque alle orecchie dei nostri bimbi la 
gran voce potente della natura, rievocata dall’arte 
sapiente del loro primo educatore, e prima di svelargli 
le sue leggi recondite e le sue forze ribelli alla volontà 
dell’uomo, gli apra l’animo novello ai sensi dell'armonia, 
regolata dalla legge del numero. Gli stormi di uccelli 
cinguettanti, i suoni ritmici delle cascatelle, i gruppi 
di alberi e di case, le dita della mano, tutto parla di 
numero allo spirito vergine del fanciullo. Mentre conta 
le aste disegnate nel quaderno, egli compie, senza ae- 


(1) Scienza della Legislazione, Libro IV, parte I, p. 14. 
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corzersene, la più pura astrazione dell'intelletto umano: 
quelle parole magiche, in cui Pitagora vedeva l'essenza 
delle cose, tradueono i concetti più chiari e più precisi, 
che la natura possa suggerire all'uomo. 

Giustamente quindi si raccomanda, per il primo insc- 
gnamento aritmetico della 1% Classe elementare, che i 
rudimenti di calcolo non vadano mai disgiunti dalle 
suggestioni della natura, cioè dai dati sensibili. Le 
proprietà dei simboli, che il bambino searabocchia con 
mano incerta, non sono che la traduzione delle proprietà 
dei gruppi naturali, che egli stesso, colla sua debole 
riflessione, sperimenta tutti i giorni. Domandiamogli 
se è ben sicuro di trovare domani nella scatoletta, dove 
oggi ha chiuso i soldatini di latta, tanti quanti ne ha 
contati oggi, prima di chiuderli, ed egli sorriderà; perché 
sa bene che l'ordine di essi non ne può far variare il 
numero. Egli possiede quindi il concetto della invarianza 
del numero, come conosce le proprietà della somma, 
e non vi sarà bisogno di insegnargliele, neppure prati- 
camente. Egli intuisce, certo senza rendersene conto, 
che due cose e tre cose, messe insieme, debbono far 
tante cose, quante ne fanno tre cose con due cose. Come 
si potrebbe contare, direbbe lui nel suo primitivo buon 
senso, se il numero cambiasse secondo l’ordine in cui 
si conta; o secondo i punti, a cui ci si arresta momenta- 
neamente nel contare, per poi riprendere fino ad esnu- 
rimento del gruppo? 

Si richiede pure dalle istruzioni ai programmi, che 
le singole unità materiali dei gruppi, offerti all’osser- 
vazione dell’alunno, presentino per quanto è possibile, 
caratteri di identità, per poter essere raccolte dal pensiero 
sotto lo stesso concetto di unità. Dopo, col continuo 
esercizio e collo sviluppo della ragione, il fanciullo si 
accorgerà che l’identità materiale degli oggetti contati 
non è necessaria, e che corpi, eterogenei fisicamente, 
sì possono concepire come identici sotto il concetto di 
unità astratta e formale. E più tardi capirà, che basta 
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isolare col pensiero un gruppo di sensazioni od anche 
di idee pure, separandole con stati di coscienza inter- 
medi, per poter ritrovare, in ciascuna di quelle, il carat- 
tere di unità. 

Continuando ad esaminare il programma d’aritmetica 
della prima classe elementare, troviamo che il limite 
superiore dei numeri conosciuti dal bambino deve essere 
il cento. Oltre la determinazione del numero per via 


di conteggio, ossia di enumerazione successiva delle 
unità, noi crediamo utile la stima approssimativa & 
colpo d'occhio della pluralità. Quanti saranno, presso a 
poco, i ciottoli distesi uno accanto all’altro su questo 
banco? Ecco una domanda che faremmo talvolta ai bimbi, 
cominciando gradatamente da gruppi di tre, quattro 
oggetti, e salendo via via a collezioni maggiori, di cui 
tutte le unità siano visibili e diseernibili. Naturalmente 
il conteggio servirà di prova del risuliato approssimato 
ottenuto nel modo precedente; ma per quei casi in eui 
il conteggio non è possibile, i quali fr:quentemente si 
presentano nella vita, l’educazione visiva del senso 
diseretivo riuseirà assai utile. 

L'uso del numero non dovrà essere riservato solo 
all'espressione di impressioni sensibili e presenti; per 
esercitare l'immaginazione, nulla vi ha di meglio di enu- 
merare un gruppo di cose rievocate nella mente; ad 
esempio: Quante finestre ha la tua casa? Quanti siete 
nella vostra famiglia? 

Il bambino ama il numero, questo primo acquisto | 
della sua mente, che rimarrà per tutta la vita l’espres- 
sione più sicura dei suoi giudizi, la misura esatta delle 
sue impressioni; egli conta volentieri, anche a passeggio 
e a casa. La scuola dunque ha un compito facile; essa 
è aiutata da un bisogno psicologico, che in certi casì 
apparisee fino morboso; la pressione della vita, le in- 
fluenze ataviche agiscono nello stesso senso; tanto è 
vero che gli analfabeti contano come gli altri. 

La scuola elementare, nel complesso delle sue cogni- 
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zioni, insegna molto meno di quanto si apprende na- 
turalmente coll’esperienza della vita cittadina e col 
contatto delle cose e degli uomini; ma essa ha il grande 
vantaggio, sulla scuola naturale, di anticipare la for- 
mazione di un tronco primitivo di sapere, su cui ger- 
moglieranno più rapidamente i rami alimentati dall'am- 
biente esterno. Se questo alimento, frutto della vita 
sociale, viene a mancare, il tronco primitivo intristisce 
e si disseeca. I contadini, che vivono dispersi nelle umili 
abitazioni delle montagne, se non hanno, per ragioni 
d'affari, frequenti contatti cogli abitanti dei centri po- 
polati, non ricevendo, dalle grossolane mansioni del loro 
mestiere, nessuna spinta nè alla lettura, nè ai calcoli, 
sentono a poco a poco scomparire le tracce della breve 
istruzione ricevuta nell’età infantile. Spariscono le regole 
della grammatica e le nozioni della geografia; spariscono 
i ricordi dei racconti patriottici ed i precetti d’igiene; 
solo il numero, rappresentante delle realtà più neces- 
sarie all’esistenza, della quantità del gregge e del denaro, 
rimane nella mente del vecchio montanaro, ultima traccìa 
della scienza degli uomini. 

3. — Passando dal numero, semplice espressione della 
pluralità conereta, al suo ufficio di previsione e di con- 
trollo dei risultati dei fatti combinatori, eseguiti sulle 


pluralità, ci troviamo condotti nel campo delle opera— 


zioni aritmetiche. Ma, nella prima classè elementare, 
queste dovranno compiersi materialmente sui gruppi ; 
come risulta possibile pel piecolo limite superiore 
(venti), che i risultati non debbono superare, secondo i 
regolamenti. Un’addizione numerica verrà eseguita riu- 
nendo i gruppi corrispondenti agli addendi e contando 
gli oggetti del totale; una sottrazione con un preleva- 
mento, una moltiplicazione con una ripetizione, ed una 
divisione con una spartizione. Benchè i programmi 
prescrivano che la divisione sia presentata solo nel 
significato precedente, noi crederemmo utile presentarla 
pure nel suo aspetto improprio di sottrazione ripetuta, 
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che ha uguale importanza del primo nella pratica, €@ 
non presenta casi di impossibilità. 

La base fondamentale di tutto il calcolo elementare, 
ossia la conoscenza essenziale di ogni buon calcolatore, 
è la tavola Pitagorica. Se si analizzano le difficoltà degli 
alunni più deboli in aritmetica, risalendo all'origine, 
questa si trova quasi sempre nell’incertezza o nella 
lentezza del meccanismo psichico, che fornisce alla penna 
i prodotti elementari dei fattori di una cifra. Non è 
soltanto la moltiplicazione che è basata su quel mecca- 
nismo, ma anche la divisione ; giacchè ogni cifra del 
quoziente vien sempre determinata in pratica, cercando 
il maggiore numero, il cui prodotto pel divisore non 
supera il dividendo parziale considerato. 

L'ignoranza parziale di quei prodotti, rende lunghe, 
penose le operazioni; e quello sforzo genera poi la 
ripugnanza che molti bambini sentono per l’aritmetica. 
Riteniamo quindi che il possesso perfetto, infallibile 
della tavola Pitagorica sia la chiave dell’insegnamento 
elementare dell’aritmetica, e che esso debba costituire 
il punto d'attacco principale dell'azione didattica. Trat- 
tandosi di una conoscenza di indole meccanica, mnemo: 
nica, che deve presentarsi, quando occorre, quasi auto- 
maticamente, è giusto che sia insegnata nella più tenera 
età, cioè quando i semi intellettuali, invadendo un campo 
ancor vergine, possono radicarsi più tenacemente. ! 


‘ programmi nostri ne assegnano lo studio parziale alla 


prima classe, cioè per prodotti non superiori al venti, 
e la comprendono interamente nella seconda. Ogni alunno 
deve prima imparare @ costruirsela da sè, procedendo 
per colonne o per linee, ed osservando che ognuna 
di esse si forma, aggiungendo al termine precedente 
il medesimo addendo, ossia il numero che sta in testa 
della linea o colonna in formazione. A poco a poco 
imparerà a servirsene col metodo della doppia entrata, 
e coll’uso frequente fisserà nella memoria tutti i pro- 
dotti. I prodotti maggiori si ritengono meno facilmente 
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degli altri; in particolare si nota che il risultato di 
7—9 ha la maggior probabilità di esser dimenticato. 
Nei casi di invincibile refrattarietà, potra riuscir 
vantaggioso l'insegnare il noto metodo, usato dai con- 
tadini Russi, che vale appunto per fattori superiori 
al 5. (Si aprono, in ciascuna mano, tante dita quante 
sono le unità «di cui ogni fattore supera il 5, tenendo 
chiuse le dita rimanenti; il prodotto avrà tante decine 
quante sono tutte le dita aperte, e tante unità quante 
ne esprime il prodotto delle dita chiuse. La regola si 
modifica leggermente pei prodotti 6 >< 6, 6 x 7). 

Si raccomanda pure, che l'operazione sui numeri pie- 
coli sia eseguita mentalmente, e che la loro scrittura 
in simboli abbia carattere più di registrazione e di 
traduzione grafica, che di mezzo per aiutare meccani - 
camente la formazione del risultato. 

La raccomandazione è importante; essa mira ad evitare 
quelle associazioni, già menzionate da noi, quando si 
formano, senza necessità, fra la disposizione grafica ed 
il concetto astratto dell'operazione. Nei limiti delle 
operazioni della prima classe il sussidio grafico è, d’al- 
tronde, illusorio; ma con numeri più elevati, e partico- 
larmente per la moltiplicazione e la divisione, il vantaggio 
è reale, giacchè la memoria è sollevata di un carico 
grave. Non si deve dunque esagerare nell'importanza 
del calcolo mentale. I risultati meravigliosi, che con 
esso ottengono certe persone adulte, non devono illudere; 
essi sono indipendenti dall'insegnamento scolastico,. pre- 
sentandosi spesso negli analfabeti, e sempre in persone 
che ne usano pei loro traffici. 

Quanto al valore formativo del calcolo mentale, non 
si deve attribuirgli eccessiva importanza. Esso esige un 
forte potere di concentrazione sui numeri dati, e la 
capacità di ritenere per qualche istante i risultati par- 
ziali delle operazioni, associandoli ed ordinandoli nella 
immaginazione, per comporre con essi il risultato finale. 
Questa capacità è certamente educabile; ma il suo 
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aequisto è molto meno pregevole delle altre doti intel- 
lettuali, come l'ordine dei pensieri, la loro coerenza 
logica, il potere dell’immaginazione riproduttrice e com- 
binatrice, lo spirito di osservazione. Matematici insigni 
si confessarono sprovvisti di quella capacità; il Poincaré 
sì dichiara assolutamente incapace di fare un’addizione 
senza errori (1). 

Ricorderemo pure i calcolatori prodigiosi, che ese- 
guiscono mentalmente calcoli complicati nei teatri, molti 
dei quali rivelano una intellettualità assolutamente defi- 
ciente in tutte le altre manifestazioni. E scendendo 
nella scala zoologica, troveremo pure i cavalli pensanti 
di Elberfeld, i quali, per chi vi crede, estraggono radici 
quadrate e radici cubiche colle zampe; pur non riuscendo 
a sbarazzarsi di certe abitudini equine, che si edueano 
collo staffile. 

Esiste certo un minimo di riserva mnemonica, che 
ognuno deve possedere per poter eseguire le operazioni; 
cioè, oltre le regole relative, i risultati di addizione e 
moltiplicazione sopra operatori di una cifra. Si potrebbe 
pure ritener necessarie le addizioni e sottrazioni mentali 
sopra operatori di due cifre, ed anche il prodotto e il 
quoto di un numero qualanque per un altro di una 
sola cifra. Però si dovrà andar cauti nel richiedere 
questi esercizi mentali; com» prima di edificare i piani 
supariori di un edificio, bisogna essersi bene assicurati 
della solidità dei fondamenti, così prima di sottoporre 
le deboli menti a quegli sforzi, si dovrà esser ben sicuri 
del possesso di quel minimo indispensabile, sopra notato. 

Nella divisione, per esempio, molti maestri insegnano 
a calcolare i resti parziali, senza far scrivere i rispettivi 
diminutori; e qualche fanciullo riesce effettivamente, con 
questo metodo, a conseguire un certo risparmio di tempo. 
senza compromettere l'esattezza del risultato. 


(1) Science et methode, p. dò. 
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Ma, in generale, abbiamo constatato, nel Ginnasio, che 
la probabilità di errore nelle divisioni un po’ laboriose 
è assai maggiore, per chi segue il metodo abbreviato, 
che per gli altri. 

A questo proposito, ci pare opportuno notare la grande 
superiorità nel calcolo mentale degli alunni provenienti 
dalle scuole elementari dell'America, sui nostri. Ma il 
fatto non deve imputarsi ad inferiorità dei nostri maestri 
e dei nostri metodi, bensì alla diversa organizzazione 
delle scuole americane, dove l'insegnamento dell’aritme- 
tica viene impartito da insegnanti specializzati in esso, 
come nelle nostre scuole secondarie, e con orario più 
esteso. 

La frequenza delle applicazioni, e sopratutto il valore, 
diremo, affettivo, cioè l'interesse materiale, economico 
legato ai dati concreti, sui quali si opera, saranno 
sempre i migliori stimoli al calcolo mentale. È curioso 
il vedere come certi negozianti di campagna, che a 
mala pena sanno scrivere il loro nome, applicano istin- 
tivamente la proprietà distributiva della moltiplicazione 
o della divisione rispetto all’addizione ed alla sottrazione; 
mentre è così difficile inculcarla nella scuola. Ma il 
numero pel negoziante è oggettivato nella merce 0 nel 
danaro; il risultato dell’operazione è previsto, almeno 
approssimativamente, per le numerose esperienze pre- 
cedenti. Quel numero è pane pei suoi figli, o riserva 
della sua vecchiaia, e i grandi errori sono impossibili 
per effetto della previsione approssimata. Il fanciullo 
invece maneggia le cifre colla stessa indifferenza con 
cui maneggia i ciottoli, o le pallottole, che esse rappre- 
sentano; la pressione della scuola è fittizia, quella della 
vita è reale. 

4. —- Non è possibile trasformare la scuola in modo 
che essa rappresenti, sia pure in scala ridotta, la vita, 
la triste vita dei dolori umani. Noi conosciamo le mo- 
derne idee pedagogiche, che vogliono far penetrare 
dall'esterno un più potente alito, a vivificare le aule 
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chiuse dal dogmatismo e dall'astrattismo, e anche noi 
desideriamo che quelle idee prevalgano. Ma, per quanto 
riguarda l'aritmetica, non si possono nutrire soverchie 
speranze. A sei, otto, dieci anni non si vive della vita 
conscia e responsabile, non si riflette; ma si scherza e 
si giuoca. Fate pur risolvere al fanciullo un problema 
sull’interesse semplice, o sui prezzi di ciò che mangia, 
beve o desidera; non gli impedirete, con questo, di 
distrarsi coi raggi del sole, che scherza atiraverso le 
invetriate, e di sognare le vie dei campi, in cerca di 
viole e margherite. La sua vita, i suoi appetiti, non 
sono i nostri; un cavalluccio di legno, per lui, vale più 
di un biglietto da cento lire. 

Di questo argomento, ossia del concetto di praticità, 
ci siamo gia occupati, parlando delle scuole secondarie 
inferiori. Quel concetto ha un valore relativo, non solo 
rispetto ai tempi ed ai luoghi, ma rispetto all’età. Un 
buon metodo per fare le bolle di sapone, o per costruire 
un cervo volante, è assai più pratico per un bambino, 
che un metodo per far quattrini. I genitori, assillati 
dalle tristi preoccupazioni della vita, preoccupati del- 
l'avvenire oscuro, vorrebbero, anzi tempo, vedere la 
riflessione calcolatrice e interessata penetrare nei cer- 
velli dei loro figli; e domandano alla scuola di com- 
battere il senso di irresponsabilità predominante in essi. 
Ma non si può anticipare uno stato psichico, dovuto 
all'esperienza ed all’età, Il bimbo può vedere il padre 
piangente per un dissesto finanziario, causato da man- 
canza di previdenza o vizio di contabilità, e piangerà 
anche lui per contagio affettuoso; ma ciò non avrà 
generalmente aleuna azione sui suoi gusti, non gli in- 
fonderà la passione per gli atti amministrativi. 

Perciò qualeuno erederà essere compito dell'educatore 
di istillare, attraverso i problemi commerciali, il concetto 
dell'importanza del danaro, per suscitare i sentimenti 
di parsimonia e di previdenza. 

Anzitutto non crediamo ciò possibile, perchè riteniamo 
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che quei sentimenti sgorghino dal fondo dell'animo, che 
non consideriamo modificabile coll'educazione; ma, pur 
concedendo quella possibilità, non riteniamo necessario 
questo utilitarisno prematuro; più del consiglio del 
maestro, agirà la vita coi suoi bisogni e le sue sedu- 
zioni. D'altronde non è il disinteresse, e l’incuria, anche 
eccessiva dei propri averi, che è causa dei più gravi 
mali sociali, e spinta all'azione riprovevole; ma l'attae- 
camento esagerato al danaro ed ai piaceri che esso 
può procurare. Gli analfabeti e gli ignoranti, senza  bi- 
sogno di alcun insegnamento, conoscono benissimo il 
pregio del « vil metallo »; anzi, per esso, talvolta si 
trasformano in matematici, e divengono calcolatori mi- 
gliori di tanti teorici, rotti a tutti gli artifici della 
scienza. 

Non turbiamo dunque inutilmente l'innocenza spensie- 
rata del fanciullo, coll’imporgli anticipatamente questioni 
d’affari e computi di denaro; restino pure, per lui, i 
numeri, simboli curiosi degli oggetti che più colpiscono 
la sua immaginazione, purchè, giuocando con essi, impari 
ad amarli e ad usarli. Lasci la seuola all'ambiente il 
compito di insegnare quel convenzionale, ma purtroppo 
necessario, valore che la società attribuisce ai mezzi 
di scambio; e piuttosto inculchi l’amore al sapere, il 
rispetto della scienza e le idealità più alte e disinte- 
ressate. 

Abbiamo gia ricordato che l'Herbart consigliava anche 
pei fanciulli gli esercizi combinatori. Per esempio: In 
quanti modi diversi si possono ordinare tre scolari, 
posti in fila? Quante strette di mano si dovranno scam- 
biare quattro amici, salutandosi due a due? E mille 
altri ehe possono essere suggeriti li per lì da circostanze 
comuni. Il valore formativo di tali esercizi è importante; 
perche prepara la mente a certi concetti di ordine 
e di combinazioni, che compariscono nelle proprietà for- 
mali dell'addizione e della moltiplicazione, e sono su- 
seettibili di interessanti applicazioni pratiche, soprattutto 
nei giuochi, 


y 


led 
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Riferendo il consiglio del grande educatore tedesco, 
non sapremmo però farlo nostro, per i bambini delle 
classi elementari inferiori. Il risultato astratto di quegli 
esercizi e l'indole vivace e impulsiva della nostra stirpe, 
potrebbero far sorgere dei dubbi circa alla praticità di 
quel metodo; però la questione non può essere risolta 
che dall’esperimento, e sarebbe desiderabile che qualche 
insegnante lo tentasse. La formazione delle squadre 
ginnastiche, l'ordinamento nelle marcie, possono offt'irne 
facili occasioni. 

5. — Si è diseusso assai sull'opportunità di introdurre 
lo studio delle frazioni ordinarie nelle scuole elementari. 
Ora, se questo studio si limita alla spiegazione del 
significato concreto del simbolo ed alla sua nomenela- 
tura, non vi ha dubbio che esso sia utilissimo per la 
corretta interpretazione di quelle poche locuzioni usuali, 
in cui interviene la frazione ordinaria. Ma riteniamo, 
che ogni ulteriore estensione di quello studio, alle pro- 
prietà ed operazioni sulle frazioni, sia prematura, nel 
corso delle prime quattro classi; perchè vediamo quante 
difficoltà esso incontra nelle stesse scuole secondarie. 
Far intendere ad un bambino che cosa siano i due terzi 
di un metro, di un foglio, e come si rappresentino 
graficamente, è cosa facile; ma non sarebbe altrettanto 
facile fargli capire, che i due terzi equivalgono ai 


‘ quattro sesti. Anche concedendo, che egli intenda la 


verifica particolare sulle esperienze che gli farà il 
maestro, non potrà poi abbracciare la proprietà nel suo 
senso generale, la quale implica il concetto di equimol. 
teplicità, superiore alla sua capacità mentale. D'altronde 
la trasformazione delle frazioni equivalenti non si usa 
in pratica; non si riducono quasi mai le frazioni ridu- 
cibili, per nor alterarne il denominatore, il quale cor- 
risponde ad ur’aliquota, nota per la consuetudine, ossia 
rappresentante una grandezza conosciuta. 
L'importanza dei numeri decimali è, invece, fuori di 
discussione. La facilità colla quale, pareggiando il numero 
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delle cifre seguenti la virgola, essi vengono ridotti al 
medesimo denominatore, rende evidenti le regole per 
la loro somma e sottrazione. L’uso continuo di essi per 
le misure metriche del sistema decimale conferisce alle 
unità decimali degli ordini meno elevati un significato 
rappresentativo uguale a quello degli interi; in altre 
parole una grandezza rappresentata da un decimale si 
presenta subito alla mente nella sua entità conereta. 

Così molti, che non saprebbero figurarsi l'entità concreta 
dei '*/,, di una grandezza, li concepirebbero subito sotto 
la forma decimale equivalente, che è 0,65. 

“Alcuni serittori dî libri di aritmetica, per le scuole 
elementari, si preoccupano della difficoltà teorica nascosta 
sotto il prodotto di un numero per un decimale, il 
quale rappresenta il complesso di due operazioni di 
moltiplicazione e divisione per un intero, eseguite sul 
moltiplicando; e cercano di svelare al fanciullo questo 
concetto, per mezzo di esempi. Noi crediamo eccessivo 
questo scrupolo teorico; il fanciullo — 99 casi su 100 — 
non si accorgerà del diverso significato che ha la mol- 
tiplicazione, quando il moltiplicatore diventa frazionario; 
egli, sapendo che per conoscere il prezzo di due Kg. di 
merce a lire 4 il Kg. si deve moltiplicare il 4 per 2, 
procederà istintivamente nello stesso modo, quando la 
merce pesi Kg. 2.250 invece di Kg. 2. 

In fondo, quel bambino, guidato da un istinto occulto, 
segue ed applica uno dei grandi principì della scienza, 
cioè il principio di continuità, ovvero — se si vuole — 
il principio della conservazione delle proprietà di cal- 
colo; egli compie cioè un’induzione ed uma generalizza 
zione, precipitata, ma felice. E così, senza accorgersene 
rifà il cammino creatore della seienza: perchè la ragione 
storica, per la quale si è dato il nome di moltiplica- 


7 a 7 ss . 
zione per 3} al complesso di una divisione per , seguita 


dal prodotto per a, non è dovuta ad altro, che al fatto, 
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per cui quel complesso di due operazioni risolve i me- 
desimi quesiti pratici, che sarebbero risolti da una 


semplice moltiplicazione, rimpiazzando 5 con un intero. 


La spiegazione teorica riuscirebbe ancor più difficile 
nel caso di una divisione per un decimale. Ciò non 
impedisce che, senza pensare ad essa, tutti i giorni, i 
negozianti se ne servano, per determinare il costo uni- 
tario di una merce, conoscendone il prezzo corrispondente 
ad un peso frazionario. Essi sostituiscono idealmente 
a questo peso frazionario un peso intiero, ossia multiplo 
dell'unità di peso; e operano sul dato, come avrebbero 
operato sul peso intiero. 

E se qualcuno ci troverà un po' troppo correnti, ossia 
miti, nelle pretese della parte teorica, risponderemo che, 
quando si ha assistito a migliaia di easi, in cui i bambini 
non sapevano quale operazione doveva usarsi per risol- 
vere un problemuceio, si finisce per abbandonare ogni 
velleità teorica; e sì può appagarei di un equivoco 
logico, per cui, estendendo indebitamente il concetto di 
certe operazioni, si riesca a scoprire la vera soluzione 
della questione. 

6. — I problemi pratici delle seuole elementari su 
grandezze misurate sì possono distinguere in due cate. 
gorie: 1%. problemi relativi a grandezze omogenee, ossia 
di una sola specie; 2%. problemi concernenti grandezze 
di due classi diverse. Quelli della prima categoria hanno 
per fine di determinare il valore particolare di una 
grandezza risultante da certe operazioni concrete, che 
si immaginano eseguite sulle grandezze, rappresentate 
dai dati. Ad esempio: Trovare la spesa totale risultante 
da diverse spese parziali date; 0 la capacità complessiva 
di diversi recipienti di capacità note; 0 il numero di una 
pluralità, formata per sintesi di varie pluralità mi- 
nori, ecc, 

Tutti questi problemi si risolvono coll’addizione; i 
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loro inversi si risolvono colla sottrazione. Da questi 
tipi si passa naturalmente ai problemi di moltiplicazione 
per un numero intero astratto; supponendo, al esempio, 
che le spese, 0 le capacità addende siano uguali, e che 
se ne conosca il numero. I problemi inversi di questi 
ultimi si risolvono colla divisione, intesa nel senso di 
spartizione di una grandezza data in un dato numero 
di parti uguali. Un altro tipo di problemi inversi con- 
duce pure all'uso della divisione aritmetica, intesa nel 
senso di polisottrazione; cioè quando si tratta di deter- 
minare il quoziente di due grandezze omogenee date; 
come il numero degli acquisti di data entità monetaria, 
che si possono compiere con una data somma di 
danaro. 

Però è da osservarsi che i problemi di moltiplicazione 
o divisione, in evi interviene, come dato, o come risul- 
tato, un numero astratto, cioè sfornito di rappresenta- 
zione concreta (numero di volte), non hanno riscontro 
nella vita comune. 

Nei problemi di moltiplicazione di una grandezza per 
un moltiplicatore, questo, come dato del problema, ha 
sempre significato concreto, cioè rappresenta una plu- 
ralità, od una grandezza in generale. Per spiegarci meglio, 
diremo che, se si ripete la spesa d'acquisto di un oggetto, 
si ripete anche questo, quindi il moltiplicatore della 
spesa rappresenta il gruppo degli oggetti acquistati; il 
suo carattere astratto è relativo soltanto rispetto alla 
moltiplicazione della grandezza monetaria: ma non è 
astratto in modo assoluto, come sarebbe nel caso in cui 
sì cercasse un multiplo di questa secondo il moltiplica 
tore stesso, senza destinare il risultato all’acquisto cor- 
rispondente. Ma in pratica nessuno calcolerà mai il 
doppio, il triplo, ecc., del prezzo di una merce per il solo 
gusto di fare una moltiplicazione, quando non gli occorra 
di acquistare il doppio, il triplo, ecc. della merce stessa. 

Altrettanto può dirsi del carattere del divisore, nei 
problemi inversi dei precedenti. Non si spartisce una 
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grandezza data in un dato numero di parti uguali, per 
la curiosità di conoscerne un sottomultiplo, ma per desti- 
nare ciascuna di queste aliquote ad un certo ufficio 
conereto; e perciò il divisore, che apparisce astratto nel 
processo della spartizione, è in realtà concreto, poichè 
rappresenta una pluralità concreta, e talvolta un'altra 
specie di grandezze. Così nei problemi di polisottrazione, 
ossia di ricerea di quoziente, questo ha sempre nel 
problema una destinazione concreta, rappresentante il 
valore della grandezza, per conoscere la quale occorre 
misurare o confrontare fra loro le due grandezze omo- 
genee date. Per esempio, se si divide l'area di una 
sala per quella di una mattonella, il quoziente è desti 
nato a rappresentare l'insieme concreto delle mattonelle 
occorrenti alla selciatura. 

Abbiamo fatto le precedenti considerazioni per pro- 
vare che, nei problemi tipici delle senole elementari, 
eccettuati quelli di semplice addizione e sottrazione, 
intervengono grandezze di due specie, anche quando, 
dal processo operativo, parrebbe che essi riguardassero 

CI grandezze di una medesima specie. Perciò essi rientrano 
3 nella seconda categoria, di cui ora ci occuperemo. 

I problemi della seconda categoria sono tutti basati 
sul concetto di corrispondenza proporzionale (diretta od 
inversa) fra gli stati di due grandezze, generalmente 
di specie diversa; in altre parole, sono problemi della 
così detta regola del 3 semplice (1). Per esempio, il 
problema « quanto costano 10 Kg. di caffe a lire 4 l'uno » 
non sì può risolvere, se non ammettendo che il prezzo 
corrispondente al peso di 10 Kg. sia decuplo del prezzo 
di 1 Kg., la quale convenzione, per quanto comune, 
implica il concetto di proporzionalità diretta. Ciò risulta 
ancor più evidentemente, se, colla stessa domanda, sì 


(1) Cfr, Gareieri, Norme ai maestri per insegnare lArit- 
metica, la Geometriu e la Computisteria, p. 104, 
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fosse dato, invece del prezzo unitario, il prezzo di.12 kg. 
cioè lire 48; in tal caso la rezola della proporzionalità, 
ristretta alla corrispondenza fra equimultipli od equi- 
summultipli, verrebbe applicata due volte; prima per 
la determinazione del prezzo unitario, mediante divi- 
sione, quindi per quella del peso richiesto, mediante 
moltiplicazione. 

Ma, generalmente, si considerano, come problemi di 
proporzionalità, solo quelli in cui fra i dati non viene 
considerato lo stato unitario di una grandezza, come 
l'ultimo problema esaminato; ed è ben noto, che la ri- 
soluzione di essi col metodo precedente, cioè determi- 
nando prima lo stato della grandezza (di cui è chiesto 
un certo valore), corrispondente all’unità dell’altra, 
dicesi risoluzione col metodo di riduzione all'unità. 

Il coneetto di proporzionalità si presenta adunque 
come intuitivo, al fanciullo, fin dal suo primo problema 
di moltiplicazione concreta. Questo carattere di evidenza 
è dovuto certamente all’osservazione delle esperienze 
più comuni, come i fatti di compra-vendita, le tariffe 
di trasporti, ece., ma trae pure la sua origine da un 
principio di natura più razionale, cioè da quel principio 
che il Mach chiamerebbe di economia. Che il prezzo 
della merce, o della prestazione d’opera, debba essere 
funzione della quantità, valutata in peso, volume © 
tempo, secondo la sua natura, è ovvio; la ragione di 
semplicità o di economia porta poi come conseguenza, 
che la dipendenza funzionale sia una proporzionalità in 
senso matematico, il che equivale a far corrispondere 
prezzi uguali a quantità uguali, e un prezzo somma al 
una quantità somma. 

Il carattere primitivo dei concetti di corrispondenza, 
uguaglianza e somma conferisce lo stesso carattere a 
quella loro combinazione, che chiamiamo proporziona- 
lita. Perciò la scienza, nei suoi schemi primitivi, cercò 
sempre di applicare quest'ultimo concetto all'interpre- 
tazione analitica di tutti quei fenomeni naturali, in cui 
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riusciva a scoprire una funzionalità; e soltanto col suo 
progresso, trovando quella rappresentazione semplice, 
inadeguata all’interpretazione della complessità del fe- 
nomeno, le sostituì delle rappresentazioni analitiche più 
complicate. 

Il bambino, che rappresenta colla sua mentalità 
l'umanità primitiva, tende istintivamente ad applicare 
la legge di proporzionalità a tutti i problemi. Così nei 
problemi di moto, egli lo concepisce sempre come uni- 
forme, e astrae, senza accorgersene, da tutti i fatti 
reali, che cadono sotto la sua osservazione, che gli 
presentano moti vari. E vede una proporzionalità diretta 
persino nei fatti, dove la proporzionalità è inversa; 
essendo tratto (se non viene avvertito) a ritenere il 
tempo necessario per conseguire un dato effetto (lavoro 
meccanico, riempimento di vasche, ecc.) direttamente 
proporzionale alla grandezza delle cause (forze, portata 
di fontane, ecc.), L’opera didattica deve quindi prepa- 
rarsi piuttosto a combattere il concetto istintivo di pro- 
porzionalità diretta, che ad insegnarlo. 

7. — Dopo aver esaminato i caratteri generali dei 


problemi pratici delle scuole elementari, si presenta. 


tima questione, che ha, per molti, notevole importanza 
didattica, ossia la questione della redazione seritta della 
loro soluzione. Si richiede normalmente che questa 
risulti di tre parti: la prima di carattere logico (ragio- 
namento), la seconda di carattere analitico (indicazione 
delle operazioni), e finalmente seguano le risposte ai 
quesiti posti nell’enunciato. La prima parte, cioè la 
motivazione razionale delle operazioni prescelte, può 
offrire all'alunno, ancor maldestro nell’esprimere i suoi 
pensieri, molta difficoltà. In generale, i bambini non 
fanno che dichiarare in parole le operazioni che 0e- 
corrono per la risoluzione, senza dire il perchè o0e- 
corrono, salvo citare la regola, nei problemi geo- 
metrici. 

E veramente, nei problemi più semplici, non sarebbe 
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facile lo spiegare questo perché, senza entrare in con- 
siderazioni di indole filosofica. Abbiamo già accennato 
prima, come il più semplice problema implichi concetti 
di corrispondenza, proporzionalità, ece., che si presen- 
tano intuitivamente alla mente, ma la cui esplicita 
enunciazione richiede un’analisi critica, non esigibile dai 
fanciulli. Perciò bisognerà contentarsi, nel ragionamento, 
di una descrizione ordinata del processo operativo, con 
specificazione del nome delle grandezze, che non deve 
apparire nelle indicazioni, come ora vedremo. 

Passando ad occuparci di queste, cominceremo col 
notare che quei maestri volonterosi, i quali, seguendo 
le raccomandazioni dei matematici, volessero cercare 
una guila sicura e costante per un sistema di nota- 
zioni da insegnare ai loro alunni, sarebbero alquanto 
imbarazzati. 

Spesso abbiamo udito da essi lamentare che, agli 
esami di maturità, dove intervengono insegnanti secon- 
dari — come commissari — questi biasimassero certi 
metodi di notazione, che erano stati suggeriti l’anno 
precedente da commissari diversi, e viceversa si con- 
sigliassero quelli riprovati da questi ultimi. 

Sta il fatto che in questa materia, le opinioni degli 
stessi specialisti sono tutt'altro che concordi. 

Noi non diamo un’eccessiva importanza a questa 
questione dal lato didattico, poichè, pur apprezzando i 
vantaggi teorici di un metodo uniforme ed universal- 
mente accettato, crediamo che la formazione mentale 
del fanciullo, scopo supremo di ogni istruzione, non 
possa essere pregiudicata da un’errata abitudine di re- 
dazione scritta, quando le sue idee siano ben chiare e 
risultino tali dalla scelta delle operazioni. Ma la que- 
stione, in apparenza futile e pedantesca, ha una mag- 
giore importanza dal lato morale, in quanto può essere 
fonte di biasimo immeritato a chi ha seguìto fiducio- 
samente il parere di un maestro stimato, e di diver- 
genze nell’apprezzamento del merito, sia dell'alunno sia 
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del suo docente; le quali in fondo sono da attribuirsi 

all'incertezza del verbo scientifico, e non al buon volere 
É dei suoi primi divulgatori. 

Questa incertezza si rivela nelle indicazioni relative 

ai problemi pratici su grandezze misurate, le quali 

Cf, intervengono, rappresentate dal numero, che ne esprime 

i il rapporto rispetto ad una grandezza nota, preceduto 

da una caratteristica letterale (72, mi, 0, L. ecc.) che 

designa appunto questa grandezza. A questi simboli, sì — 

suole pure dare il nome di grandezze, per brevità; e 

le operazioni aritmetiche indicate su essi, quale: m 4 + 

m 5, si interpretano, come traduzione simbolica 
dell'operazione concreta, eseguita sulle grandezze rap- 
presentate. 

Ciò genera un equivoco, relativo al fine che si vuol 
riconoscere alle indicazioni. Devono queste tradurre 
anche l'operazione conereta, che in generale si imma- 
gina solamente, e non si eseguisce; 0 solo l'operazione» N 
astratta aritmetica, che si compie in realtà? Nel primo 
caso sarà necessario serivere: nm d + m 5; nel se- 
condo basterà scrivere: 4 + 5, omettendo le caratte 
ristiche letterali, che riguardano il problema nel suo 
aspetto pratico, ma non intervengono nel processo ope- 
ratorio. La maggior parte dei maestri assegna alle 
indicazioni il primo fine, ritenendole così più sugge- 
stive, più utili didatticamente. 

Sotto questo punto di vista saranno giustificate sol- 
tanto le indicazioni di operazioni possibili sulle gran- 
dezze, cioè addizione, sottrazione, moltiplicazione e di- 
visione per un numero astratto. Non si potrà però 
rappresentare la polisottrazione o divisione di due grat- 
dezze omogenee, tranne il caso in cui il quoziente sia 
intero; perchè ad es. se si scrivesse: 

miim2 = 395 
sì indicherebbe nel primo membro un’operazione con- 
creta, il cui risultato è 3, non 35 come risulta eol- 


l'operazione aritmetica sui numeri 7 e 2. 


-- 
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Sempre collo scopo di dare alla notazione scritta il 
massimo potere suggestivo, aleuni maestri arrivano ad 
indicazioni come queste: 22 2 >< w 3; m° Xx m, ece., 


che non possono più giustificarsi collo scopo di rappre- 


sentare l'operazione concreta sulle grandezze, perchè 
essa non sarebbe possibile nei casi precedenti. Per questa 
ragione quelle indicazioni sono combattute dalla mag- 
gior parte dei matematici. Qualcuno le difende, basan- 
dlosi sull’analogia, che esse hanno colle indicazioni usuali 
della fisica, dOve sì definiseono certe grandezze, come 
il lavoro, la capacità elettrica, ecc., astraendone i con- 
cetti da combinazioni operatorie di grandezze note, senza 
che alle prime corrisponda un significato concreto. 

Senza riferire le lunghe discussioni dei matematici 
sull'argomento, noi, sempre più preoccupati del fine 
didattico che delle controverse esigenze scientifiche, 
saremmo propensi ad accettare tutte le notazioni pre- 
cedenti, se realmente la ragione didattica si pronun- 
ciasse preponderantemente in loro favore. Ma ciò non 
avviene: l'esame di una gran massa di elaborati degli 
alunni delle scuole elementari prova che essi, nella 
grande maggioranzà, 0 dimenticano qua e là le carat- 
teristiche letterali, o le mettono sbagliate, contro l'in- 
segnamento dei loro maestri. 

Poichè l'alunno, quando serive nella bella copia, ciò 
che ha fatto, cioè l'operazione numerica, non pensa 
più al significato, alla ragione logica di essa; egli prende 
(lalla brutta copia ciò che vede, e nulla più. L'effetto 
suggestivo, sostenuto dai maestri in difesa delle carat- 
teristiche letterali, cioè la suggestione del processo, 
potrà aver agito prima, per la brutta copia, durante 
l'opera di creazione; ma non serve più per la trascri- 
zione. L'uso delle caratteristiche (prescindendo dalle 
discussioni dei matematici sulle notazioni consentite 
o no) è quindi una grave fonte di errori di serittura, 
ed i più interessati ad abolirlo dovrebbero essere i 
maestri stessi. Per non perdere quell’effetto suggestivo, 
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che essi suppongono, potrebbero consigliare quell’uso 
solamente nella brutta copia, che non implica la re- 
sponsabilità scolastica dell'alunno. Per spiegare poi le sue 
‘ intenzioni, lo scolaro potrà dichiararle nel ragionamento, 
dove indicherà pure l’unità alla quale debbono riferirsi i 
risultati numerici, oppure potrà esporle frammentaria- 
mente, mediante note in margine alle indicazioni (1). 
Oltre le dimenticanze e l’uso improprio, le caratte 
ristiche offrono un’altra possibilità di errori. Non sempre 
le grandezze, di cui si tratta nei problemi, sono mi- 
surate con unità del sistema metrico decimale, ossia 
con unità designabili con abbreviature convenzionali. 
Come potrà l’alunno indicare le operazioni eseguite sui 
numeri, rappresentanti grandezze riferite ad unità ar- 
Ù bitrarie, come aggregati di oggetti, barili di vino, pezze 
di tela, ece.? Ad esempio: per indicare la somma delle 
ì capacità di più barili uguali, dovrà scrivere:b. 21+-5.3 = 
È — 5, 5, come seriverebbe hl. 2 + hl. 3 = hl. 5, se 
o ogni barile contenesse un ettolitro? Evidentemente 
questo metodo creerebbe delle nuove complicazioni, che 
aumenterebbero le probabilità di errori. 

Resta soltanto da esaminare l'utilità delle caratte- 
ristiche letterali per indicare le riduzioni, ossia la con- 
versione del numero rappresentante una grandezza 
misurata con una certa unità, nel numero che rappre- 
senta la medesima grandezza misurata con un’altra 
unità, avente un dato rapporto colla prima, Ora, seri- 
vendo m. 2 = dm. 20, non sì indica un'operazione 
eseguita sulla lunghezza di due metri, poichè essa ri- 
mane la medesima, sotto la forma di venti deci- 
metri. Si tratta invece di un'operazione astratta, cioè 


(1) Si dimostrano pure propensi all'omissione delle caratteri- 
stiche molti matematici. Fra questi si veda: GarBIERI, Norme ai 
maestri per insegnare l'Aritmetica, la Geometria e la Computi- 
steria, p. 69; Berrazzi, I problemi di aritmetica pratica, 
p. 58. 
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2>—10= 20, eseguita collo scopo di trovare il rap- 
porto di quella lunghezza alla nuova unità di misura. 
Perciò basterà indicare l'operazione sui numeri, salvo 
spiegarne la ragione in margine o nel corso del ragio- 
namento. Così tutte le indicazioni, spogliate di ogni sim- 
bolo letterale, diverranno pure identità aritmetiche, fra 
numeri. 

È assai importante che il fanciullo si avvezzi ad in- 
dicare correttamente i calcoli che ha eseguito, evitando 
quegli errori comuni, che spesso si rilevano anche in 
scritture di adulti. 

Per esempio, è generale la tendenza ad indicare 
l'operazione successiva, eseguita sul risultato di una 
precedente, senza trascriverlo, come : 

PLI=bpe Lea 8; 
be 
od anche a: b= cigR= PM 


Basterà far riflettere l’alunno sulla proprietà tran- 
sitiva, che deve possedere ogni uguaglianza, per con- 
vincerlo dell'errore di simili concatenamenti. Si dovrà 
pure evitare che il segno =, destinato all’indicazione 
srafica della relazione d'uguaglianza, venga usato per 
altri fini; come, ad esempio, per conservare il posto delle 
unità di ordine più elevato nei resti parziali di una 
livisione, ed anche per significare lo zero, quando esso 
risulta da una sottrazione. 

La divisione non può essere indicata coll’eguaglianza 
a: è = q, che nel caso in cui il resto sia zero; poiche 
solo in questa ipotesi l’espressione 4: è uguaglia il ri- 
sultato (quoziente). Diversamente non sarà lecito usare 
i due punti, e si potrà uguagliare il quoziente alla no- 
tazione: Quot (a, db), o almeno far seguire il quoziente 
approssimato da puntini, che rappresentino la frazione 
integrante, che viene trascurata. L’uso dei puntini è 
indispensabile, nella riduzione delle frazioni ordinarie 
in decimali, quando è fatta con approssimazione. 
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8. — Da questo argomento arido e formalistico, pas- 

; siamo a considerare lo studio più attraente della geo- 

metria, che i programmi delle scuole elementari asse- 
gnano alle classi 3* e 4°. 

Questo studio, benchè limitato alla nomenclatura 6 

al disegno delle forme fondamentali, corrisponde ad una 


A 

; necessità pratica, non minore di quella di certe ope— 

\ razioni aritmetiche. La conoscenza sicura della termi- | 
J nologia geometrica è indispensabile a tutti: al poeta per _ 
x le sue costruzioni fantastiche, come allo scienziato ed 

È allo serittore per le loro descrizioni dei corpi sensibili. 

i Un linguaggio, da cui fossero esclusi i termini della 

? geometria, non potrebbe mai rivestire le infinite varietà 

h: del pensiero umano; una parte importante dei rapporti 
A intellettuali non sarebbe trasmissibile. 

; Certo non tutta la fuggevole parvenza delle forme si 
mr lascia cogliere dalle definizioni del geometra; ma questi 
al sa strappare alla natura, e fissare nei suoi concetti 
K precisi, gli elementi irriducibili, per così dire, della sua 
È infinita mutabilità. 

‘ E con questi elementi, idealizzati nel campo astratto 


della immaginazione, può ricostruire, non la natura, 
ma gli schemi descrittivi e rappresentativi di essa, e 
creare a sua volta nuove combinazioni, che i sensi non 
potranno mai percepire. 

Iniziare quindi il più presto possibile a queste eo- 
noscenze lo spirito del fanciullo, cioè rendergli fami- 
gliari le forme fondamentali sia coll’osservazione dei 
modelli, sia colla costruzione dei disegni, è compito 
dell’educatore. Ma non basta; affinchè sia possibile la 
comunicazione delle impressioni da una mente all'altra, 
bisogna che ognuna di quelle impressioni sia saldamente 
associata ad un concetto geometrico, la cui denomina- 
zione serva per l’estrinsecazione di quella impressione. 
Non si tratta di definizioni logiche, poichè ogni definì 
zione è una riduzione che presuppone altri concetti, 
e nel bambino non si può presupporre nulla. Si tratta 


la 
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semplicemente di caratterizzare certe forme con parole, 
che si leghino invariabilmente ad esse, per modo che 
la parola rievochi immediatamente l’immagine della 
forma, se questa non è presente ai sensi, e viceversa la 
forma presente rievochi la parola. 

Questo compito può apparire facile e breve, e forse 
così pensano certi maestri che non se ne appagano, € 
pretendono di aggiungervi definizioni logiche, come se 
queste potessero aiutare l’associazione dell’ immagine 
concreta col nome scientifico. Invece quel compito è 
più arduo, che non possa sembrare. Si provi, ad esem- 
pio, negli esami orali di maturità, a tracciare sulla la- 
vagna due rette perpendicolari, chiedendo al candidato, 
come si chiamano. Su cento prove (purchè le une non 
infiuenzino le altre), si constaterà che in trenta-qua- 
ranta di esse i fanciulli risponderanno che le due rette 
tracciate sono parallele; la stessa probabilità di errore 
verrà constatata nella prova inversa, disegnando le 
rette in posizione di parallelismo, le quali verranno 
denominate perpendicolari. Ciò non impedirà, a quegli 
stessi fanciulli che hanno sbagliata la prova precedente, 
di dare, chiudendo gli occhi, o staccandoli dal disegno, 
per raccogliersi nella memoria, una definizione logica 
corretta dei due concetti di perpendicolarità e di pa- 
rallelismo. E il maestro, sconcertato per l'insuccesso 
della prova conereta, si rinfrancherà; come se il saper 
dir bene, che cosa siano due parallele, compensasse 
l'errore di disegnarle perpendicolari! 

Eppure, se si riflette alle applicazioni che quei due 
concetti, da tanti confusi fra loro nella rappresentazione 
concreta, hanno per tutte le principali definizioni logiche 
della geometria, per la descrizione dei corpi materiali, 
ubicazioni delle vie di una città, ece., si vedrà come la 
più piccola esitazione, il minimo dubbio sul loro signi- 
ficato sensibile, rappresenti un punto morto della psiche. 
dove si arresterebbero tutte le altre conoscenze, se la 
forza d'inerzia mnemonica non lo superasse, come su- 
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pera tanti altri punti morti, di cui sono così ricche le 
menti degli alunni. 

Ma la definizione verbale è il lusso della didattica 
elementare, la sortita d’effetto degli esami pubbliei, la 
soddisfazione del ragazzo e dei genitori, ì quali con essa 
vedono che « qualche cosa » si è imparato. E difatti 
essa è proprio « qualche cosa », cioè una frase, o un 
periodo lungo, che sì recita con bella cadenza finale, 
guardando in faccia il Signor Maestro, oppure il Signor 
Ispettore, e pensando ai cioccolatini che ha promesso la 
mamma. Così si definisce per addizione, quell’operazione 
colla quale si sommano i numeri, il cireolo come un 
poligono che ha moltissimi lati, et similia. 

Non ci arresteremo a raccogliere simili gemme lo- 
giche, che molti matematici hanno già collezionato in 
articoli di riviste e giornali didattici. Anzi, per dire il 
vero, a queste indagini ipereritiche degli errori altrui, 
nelle quali molti insegnanti sono così zelanti, noi non 
siamo molto favorevoli. Anzitutto, perchè ad alcune 
delle critiche sarebbe facile fare una critica superiore, 
spostando il punto di vista dell'analisi, e quindi far de- 
generare una questione didattica, cioè psicologica, in 
sottigliezze logiche, indefinitamente perfezionabili e per- 
fettamente inutili per la formazione intellettuale dei 
fanciulli: inoltre, perche crediamo che le nozioni più 
esatte e le definizioni perfette migliorerebbero ì libri 
di testo sotto il rispetto scientifico, ma non avvantag- 
gerebbero il profitto vero, sostanziale, dell'insegnamento 
elementare, che è basato sul possesso sicuro dei pro- 
cedimenti operatori aritmetici, sulla risoluzione dei 
problemi e sulla conoscenza empirica delle figure fon- 
damentali. Perfezionando la parte espositiva e logica 
si cambieranno le parole che reciterà il fanciullo, ma 
non la sua capacità d'azione, ossia la sua prontezza 
nelle applicazioni, la quale dipende dalla frequenza degli 
esercizi, non dalle teorie. Perciò l'unico consiglio, che 
ci permetteremmo di dare, è di bandire ogni definizione 
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logica, ossia ogni riduzione di concetti. Come il con- 
tadino riconosce, senza mai errare, una foglia di vite 
da una foglia di fico, così vorremmo che, colla stessa 
sicurezza, il bambino distinguesse un rettangolo da una 
losanga, una piramide da un cono (1). 

Per questo basterà far disegnare a mano libera, 
sulla carta quadrettata, centinaia di figure, col nome 
scritto sotto, riproducenti le stesse forme in scala di- 
versa e diversamente disposte rispetto al quadro; op- 
pure ritagliarle sulla carta, se piane, o costruirle in 
cartone, se solide. 

E se queste pretese possono sembrare troppo limi. 
tate, ricorderemo i risultati degli esami di maturità, 
dove la maggior parte dei candidati (se fosse impedita 
dal copiare) non riuscirebbe a risolvere i soliti problemi 
commerciali o geometrici, senza sbagliare, con quattro 
ore di calcolo, una almeno delle quattro operazioni, che 
sono richieste, E ciò non avverrebbe, se, invece di pre- 
parare i candidati alle cabalette definitorie, si rompesse 
la loro mente a centinaia di problemi e migliaia di ope- 
‘azioni complicate, fatte in iscuola, sotto l'occhio del 
maestro, con dati diversi per gli alunni d'una medesima 
classe, 0 almeno per i vicini di banco. 

Spetterà alla scuola secondaria educare, a poco a poco, 
quelle menti alla generalizzazione e all'astrazione, e più 
tardi al raziocinio ed alla deduzione; e il suo compito 
sarà facilitato, se le troverà libere da scorie mnemo- 
niche, da residui teorici mal digesti, che è tanto più 
difficile staccare, quanto più tenera fu l’età. del loro 
acquisto. 


(1) Anche il Papoa è favorevole all’ abolizione dell’ insegna- 
mento geometrico nelle prime quattro classi elementari, bastando 
il disegno su carta quadrettata per sviluppare l'intuizione e for- 
nire l'occasione di apprendere i primi rudimenti del linguaggio 
geometrico (cfr. Bollettino di matematica, Anno 1X, n. 4-5 6, 
7, p. 75). 
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Coordinamento degli insegnamenti 
della matematica e della filosofia nel Liceo. 


1. La logica Aristotelica e Ja matematica elementare. — 2. Ca 
rattere delle definizioni matematiche. — 3. Necessità dell’ela- 
borazione di certi enunciati. — 4. Difficoltà logiche generate 
dalle costruzioni geometriche. — 5. Uso del sillogismo ipote- 
tico. — 6. Esempio! di una dimostrazione sillogistica. — 7. La 
Logica matematica. 


1. — Il problema del coordinamento della matema- 
tica colla logica può essere ridotto a questi termini: 
quali nozioni della logica scolastica debbono servire 
allo studio della matematica ; e, viceversa, quali no- 
zioni della matematica elementare debbono servire allo 
studio della logica? La prima idea, che si presenta alla 
mente, per cercare la soluzione del problema (che noi 
limitiamo al suo aspetto didattico), è di esaminare i co- 
muni trattati delle due scienze, e rilevare gli appelli 
dell’una all'altra. Ora, ciò facendo, si nota che i testi di 
matematica (esclusi quelli informati ai principi della 
logica-matematica) non fanno alcun richiamo diretto 
ed esplicito a nozioni di logica; mentre quelli di logica 
dedicano un capitolo all'esame dei metodi matematici, 
e sono sparsi qua e là di numerosi esempi tolti dal- 
l’aritmetica o dalla geometria, citati ad illustrazione 
delle nozioni svolte. 

Dunque la logica trova, nel contenuto matematico, 


3% 


INSEGNAM. DELLA MATEM. E DELLA FILOS. NEL LICEO 155 


materia per le sue considerazioni metodologiche, e ri- 
conosce nelle proposizioni i caratteri di applicazioni dei 
suoi principi; mentre la matematica può procedere si- 
cura in queste applicazioni, senza richiamare i principî 
logici, su cui si basano; tantochè in molte scuole esiste 
il secondo insegnamento senza il primo. 

Mentre il fisico, che applica una proposizione di ma- 
tematica, ne richiama l’enunciato, e spesso cita il testo 
classico dove essa si trova, e così il chimico e il na- 
turalista; il matematico può dispensarsi dalla cono- 
scenza della logica, poichè di essa applica solo le leggi 
essenziali del pensiero, che ogni mente normale pos- 
siede ed usa senza accorgersene, e ricorre inoltre ad 
altri principì di natura logica, che la filosofia seolastica 
non insegna, 

Ciò è pure provato dalla storia delle due scienze, 
esse hanno potuto vivere secoli l’una accanto all’altra: 
quasi ignorandosi, e spesso disprezzandosi; la logica, 
rinchiusa nel suo bozzolo Aristotelico, a sofisticare sui 
suoi sillogismi; la matematica, volata fuori dal hozzolo 
Euclideo, a costruire sempre nuove e più mirabili or- 
diture di pensiero. 

Esiste bensì, da pochi lustri, una scuola di scienziati 
che crede poter dedurre tutte le cognizioni matema- 
tiche dai soli principì della logica, senza far appello 
a principi speciali di matematica; il Peano, il Cantor, 
il Russel, l'Hilbert ne sono fra i più illustri sostenitori. 
La matematica pura sarebbe, secondo una caratteristica 
definizione del Russel, « una scienza in cui non si sa mai 
di che cosa si parli, nè se ciò, di cui sì parla, sia 
vero ». Essa avrebbe solo un valore astratto e formale; 
non sarebbe che una catena di implicazioni conformi 
ai principî della logica; le proposizioni matematiche 
avrebbero un valore necessario, indipendente dal loro 
contenuto obbiettivo, il quale potrebbe anche essere 
immaginato di natura tale da rendere quelle proposi- 
zioni contrarie alla realtà sensibile. 


156 CAPITOLO XII 


Anche la geometria sì ridurrebbe ad un sistema ipo- 
tetico-deduttivo senza alcun appello necessario all’in- 
tuizione: i punti, le rette, i piani sarebbero « oggetti » 
fra i quali sussistono delle relazioni, che vengono desi- 
gnate colle locuzioni usuali di appartenenza, ordine, 
congruenza, ece.; ma senza riferirsi al significato con- 
creto di esse; gli assiomi stabilirebbero i modi di asso- 
ciazione dei concetti fondamentali. 

Ma la logica delle proposizioni, e delle relazioni, su 
cui si fonda questa nuova trattazione della matema- 
tica, è ben diversa da quella classica, che si studia 
nel Liceo, e la trattazione stessa tradizionale della ma- 
tematica è diversa da quella precedente; quindi il pro- 
blema del ccordinamento delle due scienze, almeno per 
ora, non può risolversi su questa base. 

Constatata l’indifferenza della matematica tradizio- 
nale rispetto alla logica classica, e il bisogno di questa 
di ricorrere a particolari nozioni della prima, resta solo 
a studiarsi, come queste possano essere presentate dal- 
l'insegnante di filosofia, in conformità dei principi che 
reggono la sua disciplina. 

È noto che la riduzione dei comuni procedimenti 
dimostrativi della matematica a quelle forme, che sono 
studiate nella logica scolastica, offre qualche difficolta. 

Non basta l’affermare che la matematica applica il 
metodo deduttivo, ma bisogna elaborarne le forme espo- 
sitive, per far chiaramente emergere, in esse, l'uso dei 
precetti della logica. 

Ciò vien fatto raramente nelle nostre scuole: onde 
giustamente rilevava la relazione Gigli, al Congresso 
della Mathesis di Padova, che: 

« Gli insegnamenti della filosofia e della matematica 
« nel liceo non si conoscono affatto fra loro, e molto 
« spesso sì prendono a gomitate ». 

I testi di logica, in generale, non si tengono al cor- 
rente dei progressi metodologici delle matematiche, né 
sì curano dei programmi di queste. Essi citano le pro- 
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posizioni di Euclide, considerandole nel valore e nel- 
l'ordine dei vecchi trattati di geometria, che non vanno 
più per le mani dei ‘nostri alunni. Così troviamo fra 
gli assiomi: < il tutto è maggiore della parte; due cose 
uguali ad una terza sono uguali fra loro », oppure: 
«la linea retta segna la più breve distanza fra due 
punti; una retta può essere prolungata indefinitamente 
nei due sensi, ecc. ». 

Inoltre si riscontrano esempi matematici tolti da 
teorie, che non fanno parte del programma dei licei, o 
appartengono alla materia dell’anno successivo @ quello 
in cui si svolge il corso di logica. Si comprende come 
ciò non possa giovare al coordinamento dei due inse- 
gnamenti; perchè le divergenze di trattazione in que- 
stioni difficili generano confusione nelle menti degli 
alunni, che non vi capiscono nulla; e si salvano colla 
loro meravigliosa memoria, colla quale possono benis- 
simo imparare due definizioni, logieamente ineoneilia- 
bili, di uno stesso concetto, senza rilevarne le con- 
traddizioni. 

2. Ilogici rieonoscono varie specie di definizioni 
(reale, nominale, analitica, genetica, ecc.), e i matema- 
tiei, in più delle precedenti, usano le definizioni impli- 
cite o per astrazione, Non sappiano se sia utile aflac- 
ciare ai giovani tutte queste distinzioni, spesso contro 
verse; crediamo piuttosto che le definizioni matematiche 
dovrebbero essere presentate come nominali, scegliendo 
quegli esempi, in cui tale carattere è evidente, ed omet- 
tendo quelli, in cui è incerto (1). 


(1) Questa controversia dei logici sul carattere delle defini- 
nizioni matematiche, che alcuni ritengono reali, altri nominali, 
non sembra molto edificante sul valore di una scienza, che, 
mentre vuole insegnare ai profani l'arte di definire, non riesce 
a definire in modo indiscusso i suoi stessi concetti, Certo i con- 
cetti di realismo e nominalismo si prestano a varie interpreta- 
zioni; ma la loro analisi non è roba da scuola secondaria, e la 
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Perciò basterà prendere dalla geometria quei con- 
cetti derivati, come parallelogramma, trapezio, ecc. che 
si prestano alla definizione per genus proximum et dif 
ferentiam specificam; evitando quei concetti fondamen- 
tali, come punto, retta, piano, ece. che non si possono 
definire, ma piuttosto spiegare e circoserivere mediante 
postulati, tratti dall’intuizione. Sopra tutto importerà 
che gli esempi portati dal professore di filosofia siano 
esposti nella stessa dizione datane dal professore di 
matematica, abbandonando, se occorre, quelli del testo 
di logica adottato, i quali potrebbero discordare dai 
primi, sia perchè basati su premesse diverse, sia per- 
che errati (come talvolta avviene di riscontrare in 
certi trattati di logica). 

8. — Per cercare di ridurre i raziocini geometrici 
ad una evidente concatenazione di sillogismi scolastici, 
bisogna analizzare le forme grammaticali, che sono 
tradizionali nella enunciazione delle proposizioni. 

Le proposizioni matematiche vengono presentate col 
tipo: « Se S ha la proprietà I (ipotesi), avrà pure la 
proprietà TT (tesi) ». 

Ma basta scorrere un trattato qualunque di geo- 
metria, per riconoscere che tale tipo, almeno nella sua 
forma grammaticale, non è il più frequente. Ad esem- 
pio, i teoremi sulle relazioni fra gli elementi di una 
stessa figura (triangolo, poligono, parallelogramma, 
triedro, ecc.) non sono enuneiati in conformità della 
forma suddetta. 


necessità didattica impone dei sacrifizi ai professori di filosofia. 
E poichè la letteratura critica matematica si accorda nel rite- 
nere e definizioni matematiche, costruttrici di nuovi enti, come 
nominali, esse debbono essere considerate come tali anche nelle 
lezioni di logica; Cfr. Piano, « Le definizioni in matematica », 
Pubblic. Istituto di scienze di Barcellona, p. 4, Anno 191); 
ExR:Q0ES, I problemi della Scienza,|2.* ediz., p. 121; CouruRAaT, 
Les principes des mathématiques, pi 36. 
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Così si legge: « I lati opposti di un parallelogramma 
sono uguali fra loro »: « La somma degli angoli di 
un triangolo è uguale a due retti ». 

Ed in questi enunciati l'alunno non vede subito quale 
è la ipotesi. Certo non è difficile ridurli alla forma 
grammaticale suddetta, deformando la costruzione gram- 
maticale così: 

« Se due segmenti sono lati opposti di un paralle- 
« logramma, essi saranno uguali ». « Se tre angoli sono 
« elementi di uno stesso triangolo, la loro somma sarà 
« uguale a due retti ». 

Ma la cosa può riuscire più difficile in altri casì, 
come nella proposizione : 

« Il luogo geometrico dei punti di un piano, equi- 
« distanti da due punti dati di esso, è l’asse del ses- 
« mento che li congiunge ». 

Spesso l’enunciato, pur rivestendo la forma gram- 
maticale ipotetica, non contiene tutte le premesse nella 
prima parte (protasi). Così nell'enunciato : 

« Se un fascio di parallele è segato da due trasver- 
« sali, a segmenti uguali dell'una corrispondono seg- 
« menti uguali dell'altra », la congiunzione « se » regge 
solo la premessa del parallelismo delle rette del fascio 
e della loro intersezione colle trasversali, ma non l’al- 
tra premessa dell'uguaglianza dei segmenti di una di 
esse. 

Questi esempi provano la necessità di elaborare gli 
enunciati, affine di ridurli tutti ad una medesima forma 
di giudizio ipotetico. E poichè essi riguardano tutti i 
casi in cui si verifica l'ipotesi, si potrà considerarli 
come giudizi universali per la quantita. 

Si potrebbe anche procedere inversamente, cioè ri- 
durre i giudizi, esposti sotto forma ipotetica, alla forma 
categorica. 

Per questo fine basterà considerare l'ipotesi come 
determinazione di aleune note accidentali del soggetto, 
che ne limitano l’estensione (cioè attributi, relazioni 
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particolari fra i suoi elementi, non contenute nella sua 
definizione, la quale include solo le note essenziali): e 
assumere, come soggetto del giudizio categorico, il nuovo 
soggetto così determinato. Riferendoci al tipo: « Se S 
ha la proprietà Z, avrà la' proprietà 7 », il soggetto 
del giudizio categorico corrispondente sarebbe: « S 
determinato dalla proprietà /». Per potere far emer- 
gere la copula e il predicato, basterà considerare la 
classe degli enti, che godono la proprietà 7, ed affer- 
mare che S (determinato da I) « è » uno di essi. 

Esempio: La proposizione geometrica: « Se due trian- 
poli hanno i lati rispettivamente uguali, essi sono 
uguali », si trasformerebbe nel giudizio categorico elas- 
sificativo: Ogni coppia di triangoli, aventi lati uguali, 
è una coppia di figure uguali (cioè appartiene alla 
classe delle coppie di figure uguali). 

Riducendo le proposizioni matematiche alla forma 
categorica, i raziocini risulterebbero composti di sillo- 
gismi categorici. Ma ciò richiederebbe una deforma- 
zione grammaticale ed una complicazione maggiore 
della trasformazione inversa, che abbiamo esaminato 
prima, e che è più conforme alla tradizione e al ca- 
rattere ipotetico delle verità matematiche. 

4. — Perciò ci atterremo ad essa, e passeremo ad 
analizzare lo scheletro sillogistico delle comuni dimo- 
strazioni geometriche. 

Intanto, si incontra subito una difficoltà, proveniente 
dalle costruzioni ausiliarie; le quali, per essere giustifi- 
cate senza un tacito ricorso all’intuizione, possono ri- 
chiedere postulati ed osservazioni preliminari assai com- 
plicate. 

Infatti i concetti geometrici, oltre quelle note essen- 
ziali che servono a definirli, contengono altre note, 
che solo in una trattazione rigorosamente razionale, 
dovrebbero essere rilevate. Ma queste trattazioni (Peano, 
Hilbert, Halsted) non hanno carattere didattico, poichè 
gli alunni non potrebbero apprezzarne il valore logico, 
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e considererebbero la postulazione di proprietà molto 
intuitive, come inutili sottigliezze. 

Quindi, per evitare questioni difficili, le quali d’al- 
tronde trascenderebbero dalla cultura matematica del- 
l'insegnante di filosofia, crediamo opportuno che la co- 
struzione ausiliaria debba postularsi, accettando cioè 
come necessarie quelle relazioni di posizione, che si 
presentano fra gli elementi della figura sensibile, a 
disegno compiuto. 

5. — Volendo restare nelle forme scolastiche, si dovrà 
applicare il sillogismo ipotetico (modus ponens) colla 
forma: 

« Se si verificano le condizioni /, ne seguono le con- 
« seguenze 7° (premessa maggiore); nel caso particolare 
« le prime sono verificate (premessa minore); quindi 
«in esso saranno vere anche le seconde (conclusione) ». 

Abbiamo considerato la premessa minore e la con- 
clusione, come giudizi relativi a quella figura partico- 
lare, che si ha sott'occhio, 0 meglio alla sua immagine 
ideale. Ci sostiene in questo, la considerazione che, nelle 
dimostrazioni per assurdo almeno, la contraddittoria 
della tesi deve esser presa in senso particolare, e come 
tale provata falsa: salvo poi dedurne la sua falsità 
anche in generale. Giacehè è ben noto, che non si po- 
trebbe procedere inversamente, cioè dalla falsità della 
proposizione universale, dedurre la falsità di quella 
particolare; e quindi così verrebbe a mancare la dimo- 
strazione, che si vuole stabilire col metodo dell'assurdo. 
Il Kant, invece, sosteneva che la matematica considern 
il generale nel concreto, cioè che la figura singolare 
disegnata esprime il concetto corrispondente nella sua 
generalità; giacchè nel ragionamento non si ricorre 
mai a quelle intuizioni, che potrebbero essere suggerite 
da particolarità del disegno, che non siano richieste 
per ipotesi. 

Ma non ci pare che gli alunni, nell'atto in cui ra- 
gionano sopra una figura, possano pensare alle infinite 
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altre analoghe ;-e crediamo che, solo dopo la conelu- 
sione, essi possano riconoscere tutta la generalità della 
verità stabilita (1). 

Nell'uso comune, la premessa maggiore è quasi sem- 
pre sottintesa, cioè il sillogismo si riduce ad entimema. 

Per esempio, si suol dire: i segmenti a, 5 sono lati 
opposti di un parallelogramma, quindi sono uguali. 
Così si sottintende la premessa maggiore: se due S€g- 
menti qualunque sono i lati opposti di un parallelo- 
gramma, essi sono uguali. 

Per studiare il concatenamento dei sillogismi, rieor- 
rerremo ad un esempio semplicissimo (2): 


(1) Questa questione è delle più difficili. Perchè, ad esempio, 
dopo di aver dimostrato, sopra una figura particolare, che un lato 
di un poligono é minore della somma degli altri, ci convinciamo 
che ciò vale, non solo per tutti i poligoni aventi lo stesso numero 
di lati del primo, ma per qualunque poligono, che potrebbe ri- 
chiedere un raziocinio ben più complicato? Da quale forma logica 
di ragionamento si trae questa convinzione? Non è una dedu- 
zione, cioè un'applicazione della proprietà generale di una classe 
a qualche elemento di questa; perchè, ad esempio, un poligono 
di mille lati non appartiene alla classe dei poligoni soliti che si 
immaginano nelle dimostrazioni. D' altra parte non è una indu- 
zione perfetta, perché il numero dei casi possibili è infinito; e 
neppure una induzione imperfetta, giacchè essa non potrebbe ge- 
nerare la convinzione, Il matematico potrebbe ricorrere al me- 
todo di deduzione da » ad n + 1, cioè osservare che il verifi- 
carsi della proprietà per un poligono di n lati implica necessa- 
riamente il verificarsi della medesima per un poligono di n 4-1 
lati; ma questo non si suole fare, ei logici classici non studiano 
questo metodo, considerandolo come speciale della matematica. Il 
Macn (Erkenntnis und Irrtum, p. 886) dice che noi ci formiamo 
quella convinzione, variando rapidamente la figura col pensiero 
e facendole prendere tutte le forme possibili. Dopo però ammette 
che non sempre avviene questa visione generalizzatrice, che sa- 
rebbe un atto di intuizione; e che per alcuni si richiede una certa 
riflessione. Insomma, comunque si pensi, la «questione è insolu- 
bile colla logica classica. 

(2) Si può vedere” nella Logica dell’Amrosi la dimostrazione 


del teorema: .« la somma degli angoli di un triangolo è uguale a 
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Sia il teorema: « Se due segmenti sono diagonali di 
un parallelogramma, essi si dimezzano reciprocamente ». 
Si consideri il parallelogramma particolare A 8 € D. 
Si deve provare che le due diagonali si tagliano ne- 
cessariamente, e che il loro punto comune le dimezza 
entrambe. 

Se non sì vuole assumere la prima parte, come un 
dato della intuizione, occorrono tre sillogismi per pro. 
varla, purchè sia già stato 
stabilito, che due vertici 
opposti di un parallelo- 
gramma cadono da bande 
opposte della retta, che 
unisce gli altri due vertici; 
eche il segmento che unisce 
due punti, situati da bande opposte di una retta, ha 
un punto comune con questa. 

I due primi sillogismi serviranno per provare l’in- 
contro reciproco delle diagonali, e il terzo sillogismo 
stabilirà l'unicità di questo punto, 0, d'intersezione. 

Per dimostrare poi che 0 B= 0 D, occorrono i se- 
suenti sillogismi: 
1°, Se due segmenti sono lati opposti di un parallelo- 

gramma, essi sono uguali: A B, C D sono lati op- 

posti di un parallelogramma; quindi sono uguali. 
2°, Se due angoli sono alterni interni formati da una 

trasversale con due parallele, essi sono uguali ; 


due retti » ridotta dal Rewouvirr sotto forma di sillogismi cate- 
gorici. Anzi si potrà osservare nella medesima, che l'ultimo sil- 
logismo adoperato non é un sillogismo, Infatti in esso, dalle pre- 
messe: s=2 retti; s=s", senz'altro sì deduce s° =2 retti, cioè 
sì applica la proprietà transitiva dell’ uguaglianza, senza invo- 
carla, il che è indispensabile per sillogizzare in forma, Questa 
proprietà sottintesa costituirebbe appunto la premessa maggiore 
di quel sillogismo, e il sistema delle uguaglianze s = 2 retti e 
s=s', la premessa minore. 


Cine ital ni 


PGE, Ra, 


164 CAPITOLO XII 


O BA, O0DC sono alterni interni, formati dalla 
trasversale £ D colle parallele A 2,D C: quindi 
sono uguali. 

3°. Se due angoli sono opposti al vertice, essi sono 
uguali: 402, DOC, ,sono opposti al vertice; 
quindi sono uguali. 

4°. Se due triangoli hanno un lato e due angoli ri- 
spettivamente uguali, essi sono uguali. I triangoli 
A 0 B, COD hanno un lato (1° sillg.) e due an- 
goli (2° e 3° sillg.) rispettivamente uguali; quindi 
sono uguali. 

5°. Se due elementi sono eorrispondenti, in figure 
uguali, essi sono uguali. 
I due lati O B, O D, sono corrispondenti, nei trian- 
goli uguali A 0.8,C0D; quindi sono uguali. 

Esaminando questi cinque sillogismi, si vede che sol- 
tanto nell'ultimo si assume, come premessa minore, la 
conclusione del precedente; ma che le premesse del se- 
condo e del terzo sono indipendenti dalle conclusioni 
precedenti, e che il sistema (prodotto logico) delle prime 
tre conclusioni, funziona da premessa nel quarto. 

Da questo esempio risulta la vacuità del sillogismo 
scolastico, a difesa del quale spesso i logici citano i 
raziocini matematici. 

Nessun passo avanti nella dimostrazione si deve alla, 
deduzione propriamente sillogistica, tutta l’arte del pro- 
cesso sta nella formazione delle premesse. In ordine 
psicologico, ossia rispetto alla scoperta della dimostra- 
zione, le conclusioni precedono le premesse; prima si 
intuisce la necessità di stabilire l'uguaglianza di certi 
due angoli, o lati, e poi si cercano le premesse da cui 
si possa dedurla. In ordine logico poi, cioè rispetto al- 
l'esposizione della dimostrazione, che aiuto possono of- 
frire i precetti della logicà, per creare quelle speciali 
combinazioni di giudizi, che possono funzionare util- 
mente da premesse? Per quale canone sillogistico si 
introducono le premesse del secondo e terzo sillogismo 
nell'esempio precedente? 
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L'intuizione soltanto dell’inventore della dimostra- 
zione può dunque prevedere le combinazioni occorrenti, 
e cercarle; certo quell’intuizione è di natura logica, in 
quanto scopre i mezzi di un raziocinio, ma non trova 
aleun soccorso nella scienza di Aristotele. 

7. — Abbiamo già lasciato trasparire la nostra opi- 
nione poco favorevole alla introduzione dei metodi della 
logica matematica nell'insegnamento secondario. Noi, 
che constatiamo tutti i giorni la difficoltà di farei ca- 
pire dagli alunni, usando tutte le immagini intuitive e 
tutte le spiegazioni verbali possibili, non ci sentiremmo 
di rinunciare all'aiuto del linguaggio comune, per aprire 
nelle menti giovanili l’accesso alle verità matematiche: 
e riteniamo che un’esposizione puramente simbolica 
aumenterebbe l’ostilità dei molti, che avversano il no- 
stro insegnamento, sotto il rispetto educativo. Si può 
opporre dai valenti colleghi, che professano l'opinione 
contraria, che i simboli scritti non impediscono le spie- 
gazioni orali, purchè queste appariseano non necessarie; 
ma si deve pensare che il testo coi suoi muti simboli 
rimane, e le spiegazioni sfuggono, e in certi casi, come 
durante le assenze e le vacanze, mancano. 

Ciò non diminuisce il pregio scientifico di quei me- 
todi, ai quali riconosciamo un’energica azione, per così 
dire, depuratrice delle infiltrazioni intuitive; nè ci vieta 
di sentire personalmente tutta la bellezza di una scienza 
puramente formale, consolatrice degli spiriti e prepa- 
ratrice di nuove forme di deduzione, capaci di scoprire 
ignoti orizzonti allo sguardo della speculazione astratta. 

Appunto per questo non saremmo alieni dall’intro- 
durre, nell’insegnamento matematico ed in quello della 
filosofia, certi concetti e certe notazioni simboliche tolte 
dalla logica-matematica, diretti a produrre un’economia 
espositiva nelle ripetizioni, e a rilevare le analogie dei 
processi dimostrativi; senza però alterarne le forme tra- 
dizionali, e gli appelli all’intuizione, purchè espressa— 
mente dichiarati. In particolare, ci pare che non do- 
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vrebbe mancare nelle lezioni di logica qualche cenno 
sulla somma e il prodotto delle proposizioni, sulla tran- 
sitività del principio di deduzione e sull'uso dei sim- 
boli relativi. Queste nozioni sono facilissime, quando 
non si voglia farne un'esposizione sistematica, come sì 
usa nei trattati di logica matematica. 

Ma esse possono facilitare il compito didattico del- 
l'insegnante di matematica, il quale potrà schematiz- 
zare le dimostrazioni, già spiegate, coll’uso del simbolo 
C, e della moltiplicazione logica, che ricorre così frequen- 
temente. 

Riteniamo pure necessario al coordinamento delle 
due materie, qualche cenno sulle relazioni, sul prin- 
cipio di deduzione da n ad n + 1, sulle così dette 
« leggi delle inverse », e sui metodi dimostrativi ana— 
litio e sintetico. Così non nascerà più nella mente 
degli alunni quella confusione, che i concetti di analisi 
e di sintesi vi generano, per il diverso significato che 
hanno nelle due discipline, 

Con queste osservazioni, crediamo di aver spiegato 
il nostro pensiero, che non è certo di ridurre l’inse- 
enamento della logica a vassallo di quello della mate- 
matica, ben sapendo che tale fine, colla formazione 
letteraria dei docenti di filosofia, non si può raggiun- 
gere. Solo abbiamo voluto esporre quel minimo, che 
la matematica dovrebbe trovare negli alunni per opera 
di quella scienza, di cui tanti la considerano come 
un’applicazione. 


CAPITOLO XIII 


Coordinamento degli insegnamenti 
della Matematica e della Fisica nel Liceo. 


1. Difficoltà di un assetto logico delle due scienze nel campo ele- 
mentare. — 2. Necessità di far precedere la meccanica alla 
fisica. — 3. Mancanza di rigore nelle applicazioni matema- 
tiche alla fisica. — 4. L'accordo personale fra gli insegnanti. 


1. — « Notre science — dice il Poincaré — confine 
<à la fois A la philosophie et à la physique, et c'est 
« pour nos deux voisines que nous travaillons » (1). 

Evidentemente l’illustre matematico considera le tre 
scienze nel loro complessivo sviluppo; ma i loro reci- 
proci rapporti devono trasparire anche nel campo ele- 
mentare, 

Lasciando da parte la filosofia, di cui ci siamo già oe- 
cupati, è certo che la fisica più elementare trae dalla 
matematica il mezzo più potente per esprimere le sue 
leggi, e tradurre quantitativamente i suoi fenomeni. 

Ma, se questo soccorso della matematica è prezioso 
per la fisica, quando questa abbia a sua disposizione 
una certa somma dei metodi e delle conclusioni della 
prima, ben diverse divengono le condizioni, quando i 
due insegnamenti si svolgono parallelamente. Poichè per 
un assetto, logicamente ideale, di questi due insegna- 


(1) Science et méthode, p. 31. 
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menti, essi dovrebbero essere ordinati per modo che 
ogni argomento di matematica precedesse la corrispon- 
dente applicazione fisica. 

Vedremo che questo assetto logico, date le esigenze 
scientifiche delle due discipline, che impongono a ciascuna 
un ordinamento proprio, non è raggiungibile. 

Esaminando i programmi vigenti, si trova che la 
fisica si presenta agli alunni dei licei al principio del 
secondo anno, preceduta dagli elementi di meccanica. 
Ora questi elementi, anche in una trattazione rudimen— 
tale, richiedono, oltre una certa pratica generica delle 
trasformazioni algebriche, la conoscenza della misura 
delle grandezze geometriche e della rappresentazione 
srafica delle funzioni; e inoltre fanno uso dei concetti 
di limite, di tangente e normale ad una curva qualunque, 
ilelle sezioni coniche e della sinusoide. I nuovi programmi 
per i licei moderni introducono pure i concetti di fun- 
zione e di derivata. Queste cognizioni mancano agli 
alunni, al prineipio del secondo corso liceale, e molte 
di esse non fanno parte neppure degli insegnamenti 
matematici posteriori. 

Quindi il coordinamento, inteso in senso deduttivo, 
cioè come applicazione particolare concreta delle teorie 
generali matematiche, risulta impossibile. 

Questa impossibilità è pure implicitamente riconosciuta 
nelle istruzioni che precedono i programmi di matema- 
tica pel Lieeo modermo. 

In esse, difatti, dopo di aver giustamente rilevato, 
che le esigenze della vita moderna, da un lato, e dal- 
l’altra parte una più larga visione della scienza nel suo 
complesso, esigono che si restringano e sì mettano in 
più viva luce i legami fra la matematica e le scienze 
sperimentali, si avverte che « non è affatto necessario 
che sistematicamente il professore di matematica prepari 
al collega di fisica le conoscenze teoriche di cui questi 
ha bisogno, ma conviene talora, seguendo il processo 
storico, che una nozione venga accennata dal profes- 
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sore di fisica, in precedenza a quello di matematica, 
salvo ad essere in seguito precisata e sviluppata da 
quest’ultimo ». 

Dunque l'applicazione conereta deve talvolta prece- 
dere la teoria, cioè il particolare prima del generale ; 
come ci insegna la storia di tutte le grandi conquiste 
del pensiero umano. Nello stesso modo che i problemi 
sulla determinazione delle tangenti alle curve condus- 
sero alla seoperta dei principî del calcolo differenziale, 
e quelli sulla quadratura delle aree e rettificazione delle 
curve al calcolo integrale, dotrebbero gli esempi della 
meccanica preparare le menti degli alunni ad intendere 
le trattazioni teoriche posteriori dell'insegnante di ma- 
tematica. Anzi, non solo la meccanica, bensì tutta la 
fisica ha contribuito storicamente nel dirigere il pensiero 
matematico, fornendogli le occasioni dei problemi più 
interessanti, e talvolta facendone presentire le soluzioni. 
Così il fenomeno della propagazione del calore condusse 
Fourier a scoprire la sua celebre serie, e la teoria delle 
equazioni a derivate parziali del secondo ordine sì svi- 
luppò sopra tutto per merito della fisica, 

Nei licei moderni, i cui programmi preserivono le 
nozioni sulla rappresentazione grafica delle funzioni, sulle 
derivate e sugli integrali, sarà attuabile una parte di 
questo coordinamento storico-induttivo ; e si potrà ri- 
cavarne il grande vantaggio di far risaltare agli alunni 
gli aiuti reciproci dell’ esperienza e del ragionamento, 
della induzione e della deduzione. Nei licei elassici, finchè 
il benefico soffio innovatore di quelli moderni non sarà 
penetrato, anche quella parte non potrà venire attuata. 

Negli uni e negli altri però, anche dopo questo par- 
ziale coordinamento induttivo, rimarranno nozioni indi- 
spensabili alla fisica e sconosciute dalla matematica 
ufficiale del Liceo. Le proprietà fondamentali delle tan- 
genti e normali alle coniche, ad esempio, hanno troppa 
importanza nella spiegazione dei fenomeni di riflessione, 
per poter essere omesse dal professore di fisica. Ma il 
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professore di matematica non potrà nè precisarle nè 
svilupparle, perchè la più semplice trattazione deduttiva 
di esse richiede svolgimenti lunghi, e fondati su premesse 
non esplicitamente imposte dai programmi. 

In questi casi sarebbe più semplice invertire il senso 
della dimostrazione, cioè invece di confermare il fatto 
sperimentale colla teoria, ricavare questa dal fatto. Am- 
messa la legge della riflessione, l' esistenza reale del 
fuoco di uno specchio parabolico, ossia. la convergenza 
dei raggi riflessi, che incidono parallelamente all'asse, 
prova la nota proprietà geometrica delle normali ad un 
paraboloide di rivoluzione, di essere cioè bisettrici del- 
l'angolo dei raggi vettori colla direzione assiale. Non 
altrimenti procedeva il Klein nello studio delle superfici 
di Riemann, costruendole in metallo; quando dall'osserva- 
zione delle variazioni della loro conducibità elettrica in 
certe condizioni, ne deduceva l’esistenza di una funzione 
dotata di certe singolarità date. 

Questo coordinamento pratico-induttivo protrebbe tro- 
vare un potente aiuto nella risoluzione dei problemi di 
fisica, asseznati di comune accordo dai due insegnanti. 
Però, limitandoci alla considerazione della meccanica, si 
vede che, appena si esce dall’argomento del moto uni- 
forme, si incontrano questioni del secondo grado, che 
l'insegnante di matematica non può accettare che ad 
anno inoltrato; e i problemi sulla composizione delle 
forze, sul moto oscillatorio, sul pendolo, debbono essere 
rifiutati, perchè richiedono, in generale, qualche cono- 
scenza di trigonometria, che si insegna nell'anno sue—- 
cessivo. 

L'accordo è dunque ostacolato dalla distribuzione 
cronologica delle materie, e non si potrà raggiungere 
che in casi singolari e con grande limitazione degli ar- 
gomenti. Inoltre molti insegnanti di fisica, che prefe- 
riseono dare ai loro corsi un carattere prevalentemente 
sperimentale, non si presteranno molto volentieri a quelle 
questioni particolari, volendo riservare tutte le energie 
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intellettuali degli alunni allo studio delle leggi gene- 
rali e dei fenomeni fondamentali. 

I programmi Orlando del 1904, condensando nel primo 
corso liceale tutta l'algebra e gli elementi della trigo- 
nometria, miravano ad effettuare quel coordinamento 
logico, che abbiamo trovato impossibile coi programmi 
attuali; poichè quell’insegnamento avrebbe dovuto for- 
nire agli alunni, optanti pel greco, le cognizioni indispen- 
sabili per la fisica degli anni successivi. Come è ben 
noto, la pratica didattica dimostrò la impossibilità di 
far digerire utilmente tutta quella farraggine di materia, 
e la riforma fu revocata. 

2. — Dopo ciò, si potrebbe pensare se non fosse 
possibile invertire l'ordine di svolgimento delle teorie 
della fisica, ritardando lo studio della meccanica, che 
richiede il massimo aiuto della matematica. Ma i pro- 
eressi delle teorie fisiche, tendenti a ridurre ad unità 
di principio le diverse manifestazioni della materia, hanno 
posto in luce l’importanza dei concetti di forza e di 
moto, non solo per la spiegazione dei fenomeni mecca- 
nici di massa e molecolari, ma bensì delle più compli- 
cate proprietà dell'energia raggiante e dell'elettricità. 

Così la fisica, componendo le sue conoscenze, tende 
ad assumere, nel suo ordinamento scientifico e quindi 
nella sua esposizione sistematica, un carattere deduttivo, 
che la avvicina sempre più alla matematica. 

Quindi, pur restando il metodo sperimentale lo stru- 
mento principale per la ricerca della causa dei fenomeni, 
e quello induttivo per la ricerca della legge, si dovrà, 
nella esposizione delle cognizioni già acquisite e riducibili 
ad uno stesso modello teorico, presentarle ordinate in 
modo che le più complesse possano giovarsi della eono- 
scenza di quelle più semplici e generali. 

Non si può, ad esempio, trattare della teoria ondu- 
latoria della luce, senza aver prima esposto quella più 
semplice delle vibrazioni acustiche; e senza aver prima 
di queste studiato, almeno sommariamente, il moto 
oseillatorio in generale. 
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In altri termini, i fenomeni acustici sì spiegano, ri- 
conducendoli ad un gruppo più generale di fenomeni : 
quelli della meccanica; onde questa deve essere trattata 
prima dell’acustica. Per la stessa ragione, seguendo la 
teoria ondulatoria per la spiegazione dei fenomeni ottici, 
si dovranno premettere quelli acustici, pei quali le oscil- 
lazioni e la propagazione del moto oscillatorio sono di- 
rettamente osservabili. 

I recenti progressi della fisica potrebbero far credere 
ad un prossimo diverso ordinamento delle teorie. Le 
ultime scoperte sulla radioattività, svelando l’esistenza di 
corpuscoli animati da velocità prossime a quelle della 
luee, hanno scosso la fede nei principi fondamentali della 
meccanica classica, e specialmente sul principio d'ugua- 
glianza dell'azione e della reazione. D'altra parte la 
teoria ondulatoria della luce, rivelatasi insufficiente alla 
spiegazione dei nuovi fenomeni, ha ceduto il posto a 
quella elettro-magnetica ; il che convertirebbe l'ottica 
in un capitolo dell'elettricità. L’atomo, per definizione, 
indivisibile, ci apparisce un mondo di elettroni vibranti; 
l'energia stessa vien supposta discontinua e variabile 
per salti; le grandi e semplici leggi della natura ci sono 
presentate come regole statistiche, esprimenti l’effetto 
medio risultante da innumerevoli minuscole cause. Potrà, 
per effetto di questa evoluzione scientifica, essere mu- 
tato il nostro ordinamento tradizionale della fisica ele- 
mentare? A questa domanda si può rispondere negati- 
vamente, senza tema di passare per conservatori : la 
meccanica classica non ha nulla da temere. 

Prima che l'aviazione e l’automobilismo raggiungano 
quelle velocità, per cui quella cade in difetto, passeranno 
molti secoli; la meccanica moderna, come dice il Poincaré, 
non è che un lusso; e non si deve certo fare del lusso 
dottrinale nella scuola, quando si stenta tanto a rag- 
giungere il puro necessario. Concludendo, la meccanica 
razionale, che a tutti noi fornì nella giovinezza un sano 
cibo intellettuale, resterà la base logica dell’edifizio scien- 
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tifico, e sempre sarà nella scuola l'introduzione neces- 
saria alle teorie della fisica. 

3. — Le difficoltà rilevate, provenienti dall'ordina- 
mento proprio di ciascuna delle due discipline consi- 
derate, dovrebbero sparire per quei concetti comuni 
ad entrambe, che non sono ostacolati da quell’ordina- 
mento. 

Invece, come venne già osservato dai Professori 
Ciamberlini ed Umani nel Bollettino di matematica 
(Anno II), esistono nei comuni trattati di fisica certe 
definizioni di concetti matematici e certe pseudo-dimo- 
strazioni, che mancano di ogni rigore. Così, ad esempio, 
mentre la matematica introduce l’idea di rapporto di 
due grandezze omogenee con tanta precisione, e ne 
deriva il concetto di misura o valore, troviamo in fisica 
che tali nozioni sono date ed usate colla massima con- 
fusione. E che dire della disinvoltura, con cui si usa 
l'infinito, come risultato attuale di una divisione per 
zero; mentre gli insegnanti di matematica insistono 
tanto nell’impossibilità di tale divisione, e introducono 
il concetto di infinito potenziale con tanta circospe- 
zione? 

Che cosa potranno pensare i nostri alunni, che ci ve- 
dono sostare in quelle delicate questioni, mentre nelle 
applicazioni esse vengono superate con tanta disinvol- 
tura? O accuseranno i matematici di sofisticheria me- 
tafisica, o i fisici di empirismo grossolano; e in ambo 
i casi il risultato sarà poco favorevole al coordina- 
mento. 

È vero che i fisici accusano i matematiei di intran- 
sigenza teoretica (1); ma queste accuse non debbono ri- 
sultare nella scuola col disprezzo di quel rigore nelle 
definizioni e nell’uso delle operazioni, che è vanto della 


(1) V. Relazione della commissione Reale pel riordinamento 
degli studi medi, p. 418. 
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matematica. L'insegnamento secondario, per essere ef- 
ficace, deve essere uniforme, cioè un medesimo concetto, 
comune a diverse discipline, deve essere presentato da 
tutti gli insegnanti nella stessa forma espositiva e colla 
stessa precisione. 

Nelle allegre dimostrazioni dell’ottica cosidetta geo- 
metrica, si vede l’intervento, diremmo quasi, di parata 
dell'enunciato matematico, che serve ad intavolare la 
questione; poi tutto si deforma a piacere del fisico, la 
corda si sostituisce all'arco, un segmento diventa uguale 
a un altro, l'ipotenusa ad un eateto, per far uscire la 
conclusione, cui si mira. E tutte queste sostituzioni si 
operano senza mai dichiarare entro quali limiti di ap- 
prossimazione si possano ritenere lecite, salvo dire: se 
il tale arco, o il tale segmento è abbastanza pie- 
colo. 

Potremmo citare molti altri esempi, come le dimostra- 
zioni della legge della gravitazione dedotta dalle leggi 
di Keplero; ma ciò basta per convineere che un ben 
diverso criterio, circa al valore della prova matematica, 
hanno i cultori delle due discipline. 

Per questi autori di trattati di fisica, la matematica 
interviene col peso della sua autorità morale a confer- 
mare la legge sperimentale; ma effettivamente la ma- 
tematica non prova nulla, perchè le riduzioni, che si 
fanno nel corso del ragionamento, ne viziano ogni va- 
lore. Basta ricordare i celebri paradossi geometrici, con- 
tenuti nelle raccolte di ricreazioni matematiche, per 
vedere quali assurdi si possono dedurre da premesse, in 
cui si nascondono vizi ben minori delle concessioni 
fisiche. Soltanto chi conosce le dimostrazioni della fisica 
matematica, e possiede i metodi dell’ analisi superiore, 
può acquistare una fondata convinzione sulle deduzioni 
teoriche delle leggi sperimentali, e potrà anche ricono- 
seere in molte di quelle pseudo-dimostrazioni elementari 
lo schema di una dimostrazione precisa. Ma gli alunni 
non possono far ciò, e rimarranno nel dubbio, che gli 
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espedienti adoperati e le semplificazioni riducano la di- 
mostrazione « ad usum Delphini ». Guai se essi eredes- 
sero lecito, nel corso di un raziocinio, ammettere delle 
relazioni fra i dati, che semplificano il processo, pur non 
essendo ineluse nelle premesse! 

Da queste osservazioni eritico-didattiche emerge un 
fatto generale, cioè l'esistenza di un dualismo fra le 
esigenze puriste dei matematici e l’eccessivo empirismo 
dei fisici sperimentalisti; dualismo che è più spiccato nella 
nostra nazione, forse in conseguenza di una nostra 
tendenza spirituale. Noi possediamo una letteratura 
matematica elementare, che può dirsi nazionale, non 
solo per la nascita degli autori, ma anche per lo spi- 
rito di rigore che l’informa. Dopo la riforma del Cre- 
mona, e dei Betti e Brioschi, che ristaurava nelle scuole 
medie la tradizione Fuclidea, i migliori ingegni nostri 
si dedicarono al miglioramento dei libri di geometria, 
cosicchè noi possediamo oggi taluni trattati scolastiei, che 
dal lato scientifico si possono ritenere ottimi, Anche 
nell'algebra, i fondamenti sui numeri relativi, la discus- 
sione delle equazioni e dei problemi, e la teoria dei nu- 
meri reali ricevettero, sempre per opera di ingegni ita- 
liani, un’esposizione più rigorosa. 

Assai minore invece fu il contributo dei nostri scien- 
ziati al miglioramento dei testi di fisica, che rimasero 
in gran parte modellati su trattati stranieri, scritti per 
scuole in cui l'insegnamento matematico viene impartito 
con criteri diversi dai nostri. Insomma lo spirito eritieo 
riformatore italiano, che tanta influenza ebbe nel campo 
della speculazione astratta, non ha esercitato la sua 
azione nel campo delle trattazioni elementari di fisica, 
le quali, nella parte deduttiva, rivelano un grado di 
rigore o di razionalità troppo inferiore a quello delle 
corrispondenti trattazioni di matematica. Questo con- 
trasto nuoce al coordinamento dei due insegnamenti, sia 
che esso si imputi ad eccesso delle esigenze matematiche, 
o delle concessioni fisiche; è quindi da augurarsi che 
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esso cessi nelle nostre scuole, ripristinandosi quel fe- 
condo indirizzo teorico-sperimentale, che l'Italia, per 
opera di Leonardo da Vinei e di Galileo, ha insegnato 
al mondo. 

4. — Molta parte di quel contrasto si potrebbe 
evitare coll’accordo personale dei due insegnanti, disposti 
a sacrificare sull’altare della scuola le loro diversità di 
opinioni scientifiche, e le loro rivalità professionali. 
Questa intesa è pure prescritta dai regolamenti pel 
principio d'anno; ma ciò non basta; essa dovrebbe essere 
rinnovata di tempo in tempo durante l’anno scolastico, 
perchè ogni insegnante dovrebbe conoscere, non solo il 
testo ei criteri fondamentali dell'altro, ma lo stato del 
suo sviluppo espositivo, e regolare il proprio su quello. 
Ciò dovrebbe farsi per tutti i gruppi di materie affini, 
e così si vedrebbe realizzata quell’unità di indirizzo di- 
dattico, che è il sogno di tutti i pedagogisti. 

Chi conosce gli uomini, educatori 0 no, troverà al- 
quanto difficile quella realizzazione. E già difficile coor- 
dinare le azioni di un padre e di una madre, per quanto 
riguarda l’indirizzo dell'educazione dei loro figli, benchè 
siano legati da un comune intento e da un sommo 
affetto. L'insegnante mira anzitutto ad ottenere dalla 
seolaresea un rendimento specifico, cioè relativo alla 
propria disciplina, il solo che gli possa giovare nel caso 
di ispezioni; le quali naturalmente non potrebbero con 
statare mai i giovamenti, che dal suo insegnamento 
fossero derivati alle altre materie, e che, anche con- 
statati, non verrebbero attribuiti a suo merito. Ma, pur 
nel caso in cui il fine di coordinare il proprio inse- 
gnamento agli altri non possa richiedere alcuna rinuncia 
alle proprie pretese, gli attriti personali, le invidie 
professionali, le rivalità per incarichi, supplenze, e le 
mille miserie della vita umana, non saranno sempre 
soffocate dal supremo interesse della scuola. Questi fe- 
nomeni umani, che non è possibile sopprimere nè con 
raccomandazioni ministeriali nè con autorità di capi, 
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costituiranno sempre un ostacolo al coordinamento dei 
due insegnamenti. 

Perciò questo non potrà veramente e pienamente 
raggiungersi, che fondendo le due persone in una sola, 
i due indirizzi in un medesimo; affidando cioè i due in- 
segnamenti affini ad uno stesso insegnante. E questo 
abbinamento delle due cattedre, mentre conseguirà 
l’unità didattica, avrà pure un benefico effetto morale 
per l'insegnante di matematica; che tempererà la sua 
fisura, tradizionalmente severa e calunniata daglisvogliati 
di tutti i tempi, colla veste più attraente del divulgatore 
della dottrina più gradita ai giovani. 
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CAPITOLO XIV 


Pericoli del criticismo per la scuola. 


1. Le ricerche critiche sui fondamenti. — 2. Loro influenza sui 
libri di testo. — 3. Impossibilità pratica della continuità lo- 
gica nell'esposizione scolastica. — 4. L'insegnamento mate- 
matico e l'opinione pubblica. — 5. Necessità di una cultura 
più eclettica degli insegnanti medî. 


1. — Gli studi recenti, sotto l'influsso fecondatore di 
alte menti speculatrici, vanno continuamente perfezio- 
nando l'essenza filosofica dei principî, distruggendone a 
poco a poco le forme tradizionali, provate logicamente 
difettose; e quindi si affaccia al docente il problema di 
cercare se, e fino a qual punto, il processo del primi- 
tivo acquisto di quei prineipì possa risultarne com- 
plicato. 

Siecome in tutte le scienze le prime idee, che si 
presentarono alla mente degli uomini, apparvero incerte 
e confuse, e solo il progresso, per via di approssima- 
zioni successive, riuscì ad ordinarle in corpi meravi- 
gliosi di teorie, così sorge il dubbio che, anche nella 
prima formazione della psiche matematica, sia neces- 
sario seguire il processo storico, procedendo da perce- 
zioni approssimate ad altre gradatamente più precise, 

Esiste nell’evoluzione delle scienze matematiche un 
carattere peculiare, che la differenzia da quella delle 
altre: mentre in queste le nuove teorie seonfessarono 
totalmente le vecchie, nelle prime invece si aprirono 
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bensì nuovi orizzonti, ma il nucleo primitivo rimase 
intatto. Di conseguenza, le scienze sperimentali dovet- 
tero riformare il loro insegnamento per mantenerlo 
conforme alla loro propria evoluzione, e vi riuseirono 
senza troppo aggravare il compito della scuola, per la 
natura empirica e sensibile delle loro nuove conoscenze, 
ma. il primo insegnamento matematico si mantenne 
quasi immutato fino a questi ultimi decenni. 

Solo in questi, i pensatori volsero il loro sguardo a 
quelle basi dell’edifizio matematico che avevano resi- 
stito per tanti secoli, reggendone vittoriosamente la 
mole centuplicata, e si dedicarono a rinsaldarne i le- 
gami, penetrando così nel campo del primo insegna- 
mento razionale. 

La scuola quindi non poteva a meno di subire l’in- 
fluenza di quelle analisi, che sollevarono però, per la 
loro natura astratta e filosofica, impreviste difficoltà 
didattiche. 

Giacché, mentre parrebbe che ogni mente ben con- 
formata dovesse prestarsi più facilmente all'acquisto di 
nozioni logicamente corrette, piuttostochè di nozioni im- 
perfette, si incontra generalmente in ogni mente non 
ancora addestrata una speciale resistenza alla penetra- 
zione logica, che la didattica non può trascurare, a 
meno di condannarsi all’insuccesso. Ben diversa è in- 
fatti la semplicità logica da quella psicologica; e quei 
principî, che la scienza oggi pone a base delle sue de- 
duzioni, non riuscendo a ridurli ad altri, possono sem- 
brare alle menti novizie assai meno semplici ed evi- 
denti di altri, che sono conseguenza di quelli, mia che 
sono conosciuti per altra via, o intuiti spontanea- 
mente, 

La storia stessa ce lo prova; poichè questi ultimi, 
che ci vengono oggi svelati come complessi e riduci- 
bili, apparvero semplici ed evidenti, non solo agli ine- 
sperti principianti, ma a menti eccelse del passato, che 
pur seppero scoprire, basandosi su quelli, verità na- 
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scoste e ben più feconde. E giacchè le menti umane 
non sono mutate, il fanciullo moderno continuerà ‘a 
trovar chiaro ed evidente ciò che sembrò tale ai suoi 
antenati; onde l’educatore dovrebbe fargli rifare la strada 
medesima percorsa da essi, più rapidamente, ma non 
diversamente. Quella diffidenza, che la critica ha gene- 
rato contro i primi impulsi interni, che guidarono tanti 
secoli di scienza gloriosa, dovrebbe esser nascosta al- Ì 
l'alunno ; affinchè quegli stessi impulsi, sapientemente 
sfruttati dall'arte - didattica, possano spingerlo nel suo 
primo cammino. 

2. — Contrariamente a ciò, forse pel fatto che i con- 
cetti scientifici sono tanto più preziosi pel pensatore, 
quanto più è recente il loro acquisto, i valenti autori 
di certi testi scolastici portarono in questi quel sottile 
spirito eritico, pel quale appariscono oscuri alle menti 
di tanti giovinetti. 

Essi non se ne accorsero, e neppure se ne accor- 
sero i loro giovani seguaci, che diffusero, con ardore 
di neofiti, quelle opere per le mille scuole d’Italia. 

Ma molti altri maestri, non meno zelanti benchè 
più umili, dalle modeste cattedre, donde pur tanta 
parte di cultura nazionale si prepara, sentirono il pe- 
ricolo delle novelle teorie; il pericolo, cioè, che esse 
potessero ostacolare la diffusione della loro disciplina, 
acerescendone l’aridità e il formalismo. E tacquero ti- 
midamente; dubbiosi che le difficoltà crescenti, più che 
dai nuovi libri, venissero da propria incapacità di in- 
tenderli; come dalle alte cattedre spesso si suol dire. 

Poichè molti pensano che il perfezionamento scien- 
tifieco sia condizione sufficiente per quello didattico, 
ossia che il raffinamento dell'esposizione vada di pari 
passo col miglioramento e colla rapidità dell'istruzione, 
come la maggior purezza dell’alimento di una macchina 
ne aumenta il rendimento. Perciò si serivono capitoli 
di sintassi grammaticale, che sembrano trattati di lo- 
gica; nozioni di geografia, che potrebbero stare în opere 
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di cosmografia; e testi di geometria, che svolgono 50 


o 60 pagine di trattazioni preliminari, prima di arri- 
vare al primo teorema sul triangolo isoscele. 

Si comprende come ciò divenga necessario, quando 
si vuol fare un testo nuovo, almeno in apparenza. Non 
potendo riformare sostanzialmente la parte elementare, 
quella che si insegna davvero, la quale, per la mate- 
matica, è fissa da secoli, si aggiunge la parte critica 
e superiore, togliendola dai trattati più elevati e dalle 
riviste, e cucinandola per la scuola inferiore, ossia, 
come suol dirsi dagli autori, adattandola alla mentalità 
degli alunni. In pratica, cioè nell’insegnamento reale, 
l'aggiunta verrà omessa, ossia il libro funzionerà come 
uno qualunque dei vecchi testi; ma nella sua apparenza 
sarà nuovo, il che basta per l'amor proprio dello serit- 
tore e per i suoi diritti d'autore. La parte nuova ser- 
virà per l'insegnante, se non se la ricorda più, e per 
gli alunni più intelligenti, desiderosi di allargare le 
loro conoscenze, così numerosi in questi tempi di ci- 
clismo e di passeggiate ginnastiche obbligatorie! 

Abbiamo già esposte le ragioni per le quali riteniamo 
antididattieo l’uso di testi voluminosi, che in pratica 
si usano appena per metà (1), ma osserveremo in più 
che anche con essi non si raggiunge la perfezione, 

Malgrado tante pagine impiegate nei preliminari, 
postulati, ece., per dare una sicura base razionale alla 
trattazione ulteriore, si possono in questa scoprire fa- 
cilmente delle lacune logiche, non chiaramente indicate, 
che si potrebbero supporre sfuggite all’avvertenza del- 
l'autore, così meticoloso e prudente nei principi. In ta- 
luni dei buoni testi d’algebra, ad esempio, si trovano 
applicate proprietà sulle disuguaglianze, sul prineipio di 
identità di due polinomi ordinati, sul quoziente intero 
di due relativi interi (di cui si fa uso nel teorema per 


(1) Cfr. nota a p. 88, 
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l'esistenza di una soluzione intera di un'equazione li- 
neare a più incognite), le quali proprietà invano si 
cercherebbero dimostrate o rilevate nelle teorie pre- 
cedenti. 

Un eritico potrebbe osservare che le lacune logiche 
sono didatticamente più dannose nella trattazione inol- 
trata che nei preliminari, perchè l’alunno, sia per la 
maggior maturità conseguita, sia per la minor evidenza 
delle conseguenze non provate, potrebbe più facilmente 
accorgersene. Ma noi non ci preoccupiamo di questi 
scrupoli, perchè sappiamo che alla quasi totalità degli 
alunni sfuggirebbe ben altro. É una illusione dei cri- 
tici, fondata forse sull’osservazione di pochi casi ecce- 
zionali, quella di credere che l'insegnamento rigoroso 
aguzzi tanto il potere eritico dei ragazzi da renderli 
capaci di sentire la mancanza di certe premesse secon- 
darie, necessarie alla deduzione, le quali fossero sottin- 
tese 0 dimenticate dall'autore. 

Spesso gli autori dei trattati d’algebra richiamano 
proposizioni di aritmetica, che gli autori stessi hanno 
dimostrato per le classi inferiori; mentre in queste 
gli alunni usarono testi diversi, in cui quelle propo- 
sizioni mancavano. Orbene, quanti sono gli alunni che 
se ne accorgono, e che dichiarano il desiderio di sen- 
tir dimostrare le proposizioni richiamate? E all'U- 
niversità stessa, quanti sono gli studenti di ingegneria, 
che si dolgono di non aver sentito la dimostrazione 
del teorema per la formula del Taylor, quando l’ap- 
plicano, se essa non venne data nel corso di calcolo 
infinitesimale? 

I giovani, nel loro procedere deduttivo, non guardano 
quasi mai dietro di sè; essi non cercano di risalire 
alle fonti, alle quali si attingono i dati che adoperano; 
se ciò fosse, sarebbero dei filosofi, e, per fortuna, alla 
loro beata età, non si può esserlo ancora. Basta che 
essi sentano il valore della prova, nell'atto in cui l’a- 
doperano, e che imparino a scoprirla da sè, quando 
Phanno dimenticata. 
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E quanto sia pur difficile il raggiungere questo mo- 
desto. fine sanno, per dura esperienza, tutti coloro che 
hanno passato il meglio della loro esistenza davanti 
alle fredde lavagne, sotto lo sguardo fisso delle scola- 
resche; mentre li assaliva lo sconforto di non poter 
suscitare, in gran parte di quegli spiriti inerti, il sacro 
fuoco per la nobile scienza, che in se stessi sentivano. 

3. — Le lacune logiche nell’insegnamento elementare 
sono inevitabili. Anche supponendo di adottare un testo 
perfetto, i cambiamenti di programma, la continua in- 
filtrazione di nuovi alunni provenienti da istituti di- 
versi e formati su altri metodi, rendono impossibile 
il suo svolgimento ordinato dal primo all’ultimo anno 
del eorso, per modo che tutti gli alunni vecchi e nuovi 
siano condotti per una suecessione continua di dedu- 
zioni, di cui ogni elemento abbia avuta la sua dimo- 
strazione. Si pensi, ad esempio, alla lunga catena ra- 
zionale, che occorrerebbe svolgere per stabilire, con 
perfetta ed ininterrotta logicità, la soluzione dell’equa- 
zione esponenziale. 

I programmi stessi impongono delle lacune, là dove 
prescrivono cenni, soltanto, di certe teorie. Nè quelle 
sono ritenute dannose per la formazione mentale, pur- 
chè siano esplicitamente indicate. 

« La rigueur telle que nous la concevons — scriveva 
« l'Hoiel — n'est nullement compromise par l’omission 
« volontaire de la démonstration d'une proposition, 
<« tandis qu'elle l'est par l’introduetion d'une démon- 
stration fausse ou incomplète. La logique n’a rien à 
souffrir d'une lacune laissée dans la suite des raison- 
nemenis, pouryu que cette lacune soit clairement in- 
diquée, et qu'on ne cherche pas à la dissimuler » (1). 
Eppure, se si esaminasse il lavoro eritieo dell’Hoiiel 


A 


A A A A 


(1) Essai critique sur les principes fondamentaua de la géo- 
métrie Élémentaire, p. 88. 
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sui principî della geometria pubblicato nel 1863 (dal 
quale abbiamo tolto la citazione precedente), discuten- 
dolo ed analizzandolo coi lumi delle ultime ricerche, 
quante lacune, da lui non indicate nè intravvedute, vi 
si troverebbero! Ciò prova che ogni critico può essere 
a sua volta criticato, e che il concetto di rigore, di 
cui si parla tanto nei consigli didattici matematici è 
sempre elastico, potendosi tirare sempre un poco di 
più. Oggi una dimostrazione ci pare rigorosa, mentre 
domani non lo sarà più. Credevano forse i geometri 
di quarant'anni fa di non essere rigorosi, quando pro- 
vavano i teoremi inversi sull'equivalenza dei poligoni, 
basandosi sul principio, per cui una parte di un poli- 
gono non può essere equivalente (equiscomponibile) 
all'intero poligono? Eppure noi oggi diremmo che essi 
avrebbero dovuto esplicitamente enunciare questo prin- 
cipio come postulato, oppure cercarne la dimostrazione. 

Chissà quante petizioni di principio si seopriranno 
un giorno nelle nostre attuali definizioni rigorose, e 
quanti postulati sottintesi nelle nostre dimostrazioni! 
« Poichè — come diceva il Castelnuovo nel suo discorso 
« al Congresso della Mathesis in Genova — noi nulla 
« sappiamo perfettamente; la nostra sapienza no nè che 
«un cumulo di approssimazioni ». 

Ora, dovendosi nella scuola necessariamente lasciare 
delle lacune, sia per ragioni pratiche, sia per ragioni 
filosofiche, perchè non si lasciano precisamente nei 
principî, dove il soccorso dell’intuizione può meglio na- 
sconderle? Invece, il criticismo elementare si è preci- 
samente ostinato ad anatomizzare quei fondamenti della 
scienza, che sembravano più chiari. Nuove vedute e 
interessanti nuovi rami ne sono scaturiti, ed è natu— 
rale che l'insegnamento superiore debba esserne infor- 
mato; ma quello elementare ne è risultato più com- 
plicato, più difficile, almeno nella sua esposizione scritta, 
cioè nella maggiore parte dei modesti libri, destinati 
alla prima educazione matematica, 
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Sappiamo bene che ciò vien negato da molti giovani 
valorosi, entusiasti delle muove esposizioni eritiche, i 
quali citano la propria esperienza didattica a conferma 
della loro opinione. Ciò non ci sorprende. I fatti della 
scuola, come tutti i fatti umani, sono suscettibili sol- 
tanto di apprezzamenti soggettivi, e quindi spesso op- 
posti; ragioni palesi od occulte, abitudini di metodo, 
tradizioni inveterate, sentimenti di deferenza, e soprat- 
tutto presunzione della propria superiorità, possono 
talmente influire sulla formazione di un giudizio didat- 
tico, da renderlo in certi casi quasi aleatorio. Tutti 
parlano di esperienza didattica, come parlerebbero di 
esperienza di fisica; ma non esistono metodi di misura 
dei fatti didattici, come non ne esistono per quelli psi- 
chiei in generale; tranne i casì estremi in un senso 0 
nell’altro, si brancola nel dubbio, e in questo dubbio 
i preconcetti o gli interessi decidono, Così avvengono 
i risultati contradittori di due ispezioni o di due note 
informative di uno stesso insegnante, come avvengono 
le due sentenze opposte di due tribunali sulla medesima 
imputazione, 

Quindi noi non oseremmo dire che l'insegnamento 
elementare matematico abbia sofferto, dopo la generale 
revisione dei fondamenti operata negli ultimi decenni; 
ma non oseremmo neppure affermare il contrario, come 
molti affermano. Gli insegnanti sono più colti; hanno 
due, tre lauree invece di una o di nessuna; hanno, 
quasi tutti, collaborato al perfezionamento logico della 
loro scienza, e molti hanno seoperto qualche petizione 
di principio in una vecchia dimostrazione, o la ridu- 
cibilità di qualche postulato. Ma non sappiamo se, con 
tanto fulgor di s&enza, essi siano migliori dei loro vec- 
chi, ignorati maestri, nell'imprimere, ad esempio, il si- 
gnificato di « membro » di una uguaglianza nella testa 
sventata di un ragazzo, campione di foot-ball, o nel 
rendergli famigliare la deduzione fondamentale, basata 
sulla transitività della relazione di uguaglianza. 
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Il valore pedagogico dell'insegnante consiste, più che 
nella vastità del suo sapere, nella passione speciale di 
trasfondere per tutta. la vita le stesse nozioni, perfe- 
zionando continuamente, non il loro substrato filosofico, 
ma il metodo della loro esposizione, E. questa partico— 
lare passione è spesso disgiunta da quella per la scienza, 
che procura ben altre soddisfazioni; onde chi si sente 
le ali per volare, difficilmente potrà riuscire a tarparle, 
per guidare i primi passi incerti dell'alunno che s'ayvia, 
barcollando, pel primo sentiero della scienza. In questo 
modo si spiega come docenti, di cui è nota l'alta col- 
tura, rieseano inefficaci pel livello troppo elevato della 
loro esposizione, conforme alle ultime vedute della eri- 
tica: mentre oseuri maestri, fossilizzati da più ‘lustri in 
quel vecchio testo, che segna le colonne d'Ercole del 
loro sapere, ottengono migliori risultati pratici dei pre- 
cedenti, 

4, — Abbiamo già rilevato altrove che il favore del 
pubblico verso l’insegnamento matematico nelle seuole 
classiche, dove non è imposto da esigenze professionali, 
non è aumentato. Le disposizioni legislative, che si sue- 
cedettero colla solita frequenza e contradittorietà nel- 
l’ultimo trentennio, dimostrano chiaramente che l'im- 
portanza di quello studio, nell’opinione dei governanti 
(che si presume riflettere quella dei governati), è piut- 
tosto diminuita. Pare che la massa delle persone colte, 
la quale influisce sulle correnti dell'opinione pubblica, 
conceda a quello strumento di cultura un pregio mi- 
nore. Negli stessi licei moderni, recentemente istituiti, 
malgrado le proteste dei difensori della nostra scienza, 
la parte ad essa lasciata, come orario e privilegi d'e- 
same, non è quale poteva aspettarsi dall’indole della 
nuova seuola. 

Ora ci possiamo domandare: Può l’indirizzo attuale 
dell'insegnamento elementare, prevalentemente critico, 
aver influito sulla formazione di quelle correnti sfavo- 
revoli? In altri termini, la maggior tendenza al rigore, 
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le lunghe analisi dei principi, l'ampiezza crescente dei 
trattati, possono aver lasciato nei giovani un’impres- 
sione, che in essi, fatti maturi, si converti in disgusto 
per lo studio che l'aveva provocata? 

La domanda parrà più legittima, riflettendo che la 
maggior parte degli uomini, che oggi dirigono il mo- 
vimento sociale, passò per quella scuola classica, nella 
quale appunto si tende a diminuire l'importanza della 
matematica. Se si interrogano dieci avvocati 0 medici 
sui loro ricordi di liceo, invitandoli a dichiarare le loro 
impressioni sulla matematica, se ne vdranno nove espri- 
mersì con poca simpatia di questo studio, quando non 
sarà con decisa ostilità. 

I matematici disprezzano queste opinioni, perchè 
sanno bene che esse non possono minacciare seriamente 
una scienza, le eui tradizioni sono più nobili di quelle 
di tutte le altre; e si confortano coi motti celebri di 
tanti illustri pensatori, che l'hanno esaltata (1). Ma ciò 
non toglie che la seuola, i cui interessi sono legati, 
non tanto al pregio indiscutibile ed eterno della scienza 
più pura, quanto al favore universale del suo studio 
elementare, debba dolersi di quelle opinioni; perchè 
diminuendo quel favore, diminuisce pure l'efficacia edu- 
cativa di questo studio. 

Alla domanda, che ci siamo posta, non intendiamo, 
nè potremmo rispondere. Sarebbe temerario l’affermare 
un rapporto di causalità fra due fenomeni così com- 
plessi, come l' aumento dell’ astrattismo didattico di 
una disciplina e la dimiguzione del suo favore nel pub- 
blico consenso. Sono troppi gli altri fatti sociali, che 
possono direttamente od indirettamente influire sul 


(4) Se ne può vedere una raccolta a pagg. 100-101 del « Breve 
sommario della storia delle matematiche » di D. GamroLi. La 
lettura di quei motti può avere una certa influenza sugli animi 
dei giovani; sarà quindi opportuno di farla, qualche volta, nella 
scuola, 
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l’opinione corrente, per osare un'affermazione di quel 
rapporto, senza tener..conto di essi; e d'altronde lo 
studio stesso delle scienze esatte ci insegna ad andar 
molto cauti in simili affermazioni. Quella domanda non 
ha quindi altro significato che di esporre un dubbio, 
una possibilità. 

5. — Si deve riconoscere però, che contro il eriti- 
cismo, che tende a penetrare nell'insegnamento ele- 
mentare, ossia contro l'eccessiva riduzione logica dei 
preliminari, hanno sempre protestato i migliori mate- 
matici. 

« C'est dans l'exposition des premiers principes — 
<« osserva il Poincaré — qu'il faut éviter trop de sub- 
« tilité; la elle serait plus rébutante et d’ailleurs inu- 
« tile. On ne peut tout démontrer et on ne peut tout 
« définir; et il faudra toujours emprunter à l’intuition; 
« qu'importe de le faire un peu plus tòt ou un peu 
« plus tard, cu mème de lui demander un peu plus ou 
«un peu moins, pourvu qu’en se servant correcte— 
« ment des prémisses qu’ elle nous a fournies, nous ap- 
« prenions è raisonner juste » (1). 

Le stesse raccomandazioni si trovano in tutti i con- 
sigli didattici dei nostri più illustri scienziati. 

Però, nel tempo stesso in cui si consiglia all'inse- 
gnante di chiuder la porta della scuola al criticismo, 
lo si incita ad aprirgli la sua mente, Poichè si ritiene, 
che l'insegnamento più umile acquisti una speciale effi- 
cacia dalla profondità della cultura del docente, purchè 
questa sia tenuta gelosamente nascosta allo spirito im- 
maturo del discente. Saper molto, e insegnar poco e 
bene, penetrare nel fondo filosofico degli elementi, ma 
esporli semplicemente, sarebbe il compito del valente 
insegnante. 
| In questi due consigli noi rileviamo una nota con- 


(1) Science et méthode, p. 138, 
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tradittoria, che in pratica sarà assai difficile l’evitare, 
Il Poincaré stesso l’ammette in parte. 

< Sans doute il est dur — egli serive — pour un mai- 
« tre d’enseigner ce qui ne le satisfait pas entière- 
« ment; mais la satisfaction du maitre n'est pas l’uni- 
« que objet de l’enseignement; on doit d’abord se préoc- 
« cuper de ce qu'est l'esprit de l’élève et de ce qu'on 
« veut qu’il devienne » (1). 

Ma la cosa non è soltanto dura, penosa, ma anche 
difficile. La mentalità di un uomo è una risultante, 
oltrechè delle sue tendenze psichiche innate, dei suoi 
Studi, delle sue abitudini di pensiero; raffinare quella 
mentalità con esercitazioni e letture critiche, come si 
consiglia dagli scienziati, equivale ad educarla, renden- 
dola esigente e penetrante, cioè modificarla sostanzial- 
mente e definitivamente. Su questo fatto si fonda ap- 
punto il principio della formazione della cultura, Pre- 
tendere poi che, in certi casi, quella mentalità colta e 
diffidente dell'intuizione, si sdoppi, per così dire, e che 
sappia apparire talora semplice e primitiva, talora più 
fine e ragionatrice, ma sempre diversa da quello che 
è divenuta, è cosa più facile a consigliarsi, che a tra- 
dursi in atto. Nelle scuole inferiori sopra tutto, le co- 
noscenze necessarie all'insegnante per ben compiere il 
proprio ufficio sono assai limitate; e più che l'ingegno 
e la profondità, occorrono pazienza, modestia e cuore, 
Allenare il proprio sistema nervoso alla delusione, in- 
definitamente ricorrente, di trovar limenticate nozioni 
mille volte insegnate; raddrizzare periodi senza costrutto 
e proposizioni senza soggetto; ripetere e ripetere le 
stesse cose, creando esempi e immagini atte a fissarle 
nelle tenere menti, correggere cento volte i medesimi 
errori senza stancarsi mai, senza perder la calma, col- 


(1) Science et méthode, p. 134. 
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l'animo sereno, il rimprovero sul labbro, il perdono nel 
cuore. 

Una mente molto svegliata, capace d'intendere e gu- 
stare le raffinatezze della critica, troverà un certo an- 
tagonismo fra quello che sì sente capace di divenire e 
quello che dovrebbe restare per adempiere il suo no- 
bile, ma umile compito. E allora, 0 raccoglierà tutte 
le sue energie per dar prova della sua capacità, con 
produzioni extrascolastiche, e quindi liberarsi da quel- 
l'ufficio, che le apparirà spregevole e provvisorio ; Op- 
pure, sentendosi inenpace di opera metodica e di con- 
tinuità di lavoro, o non disponendo di aiuti e di mezzi, 
si raccoglierà nel disprezzo del suo ufficio, facendosi 
scettica e pretensiosa. In ambo i casi avremo un cat- 
tivo insegnante. 

Si osservi bene che qui consideriamo la cultura ma- 
tematica, cioè specializzata ed unilaterale; poiché è questa 
che si consiglia dagli serittori, cui alludiamo, e che sì 
riduce nella parte elementare a quel criticismo, che è 
pericoloso per la scuola. 

Penseremmo diversamente, se si consigliasse, anche 
pel docente di matematica, la cultura generale, multi- 
laterale, formata su letture di scienze ed arti, e di 
filosofia, poichè da essa non potrebbe temersi quel cri- 
ticismo tecnico, derivante dagli studi puramente mate- 
matici. Per rendere la lezione viva e piacevole non 
basta che l'insegnante si sbarazzi, se pur è possibile, 
della sua specializzazione acuta; ma bisogna che sappia 
mostrare una cultura versatile, multiforme, uscendo di 
tempo in tempo dall’argomento tecnico, per fare brevi 
digressioni, opportune e piene di quel sapore, che lo 
spirito acquista, non coll’approfondimento e la critica 
dei principî di una sola scienza, ma colla varietà e rie- 
chezza delle conoscenze. 

« Dal maestro dovremmo esigere — diceva il Castel. 
« nuovo nel suo discorso, già citato, al Congresso della 
« Mathesis in Genova — più ancora che una profonda 
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<e specialistica conoscenza di un campo ristretto, una 
<« larga visione delle scienze che colla propria hanno 
«le maggiori affinità » (1). 

La tendenza alla specializzazione è più forte fra i 
matematici, che fra gli altri docenti; essa è dovuta a 
certe caratteristiche spirituali isolatrici, che molti riten- 
gono frutto dello stesso studio della matematica; ma 
che noi (come abbiamo gia osservato) riteniamo, inve- 
ce, cause determinanti della preferenza accordata a 
quello studio. Comunque si pensi, sta il fatto che la 
classe degli insegnanti di matematica presenta mag- 
gior coesione delle altre elassi di insegnanti; essa for- 
ma, quasi una casta separata, cementata da un ardore 
scientifico nobilissimo. Il contatto fra i docenti medi e 
i loro antichi maestri dell’Università si mantiene più 
intimo, più duraturo, nel campo matematico; una mede- 
sima associazione, la Mathesis, li avvinee e ne tien 
viva la fede e l’amore ai comuni studi; e gli scienzati 
più celebrati, che ne fanno parte, non sdegnano di oe- 
cuparsi di questioni didattiche della scuola media, domi- 
nandole e dirigendole coll'autorità del loro nome, e, sia 
pure involontariamente, colla loro superiorità gerar- 
chica, 

Anche per queste ragioni, l'influenza dello spirito 
sefentifieo sui docenti della scuola secondaria è più 
diretta, più sentita nel campo matematico. Quulto feno- 
meno, che sembra così vantaggioso per gli interessi 
della scienza speciale, non lo è altrettanto per quelli 
della scuola in generale. Il continuo affluire di correnti 
superiori di pensiero al livello inferiore tende ad ele- 
varlo; e perciò può fargli sorpassare quei limiti, che 
la scuola media non può modificare, perchè segnati dalla 
costante capacità intellettuale dei suoi discenti. 


(1) G. CasteLNUOvo, La scuola nei suoi rapporti colla vita 
e colla scienza moderna. 
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Gli interessi di una facoltà Universitaria sono diversi 
da quelli della scuola secondaria: i primi sono parti 
colari, uniformi, relativi ad un certo campo di sapere; 
i secondi sono generali, corrispondono a bisogni sociali - 
vari, complessi e mutevoli. Non sempre l'uomo di scienza 
sa abbracciare col suo sguardo, dallo scoglio isolato su 
cui si è elevato, l’immensità della vasta pianura, che 
sì stende ai suoi piedi; dove ferve la vita sociale, agi- 
tata da bisogni molteplici, che i suoi libri non studiano, 
e che la suna scienza, da sola, non può appagare. 

La conclusione, che deriva dalle osservazioni prece- 
denti, è questa: che il solo mezzo efficace per difen- 
dere la scuola dall'invasione del eriticismo matematico, 
sarebbe di farne minor uso, non solo in essa, ma anche 
fuori, cioè nei preliminari dei testi e nella prepara- 
zione culturale dei maestri. 

Dopo questo esame generale dei pericoli che noi ve- 
diamo per l'insegnamento matematico elementare, sia 
nei suoi frutti didattiei, sia nella sua giusta estima- 
zione dall'ambiente sociale, passeremo ad esaminare in 
particolare la influenza delle moderne ricerche critiche 
nell’esposizione elementare degli argomenti fondamen- 
‘tali, che si insegnano nelle nostre seuole. 


CAPITOLO XV 


Osservazioni critico-didattiche sull’esposizione 
elementare dei principi della Geometria Razionale. 


1. Considerazioni generali sulle moderne tendenze geometriche. 
— 2. Esame psicologico dei concetti di punto e di linea, — 
8. Origine psicologica del concetto di congruenza geometrica, 
— 4. Analisi logica della definizione di uguaglianza per sovrap- 
posizione — 5, Critica didattica dei metodi moderni. — 6. Stu- 
dio degli elementi psicologici contenuti nell'idea di disugua- 
glianza sensibile. — 7. Influenza di questi elementi sulla co- 
stituzione del concetto matematico di disuguaglianza. — 8. Equi- 
valenza ed inequivalenza dei poligoni. 


l, — Una volta i preliminari venivano esposti con 
grande semplicità: aprendo i vecchi trattati, vediamo 
con quanta disinvoltura si sorvolava sulle sottili prime 
proprietà della retta, del piano, dell’ equivalenza; con 
quale facilità si facevano viaggiare le figure senza nep- 
pure postularne il movimento: la celebre definizione 
della retta introdotta dal Legendre imperava su tutti 
i testi di geometria; e quelli di aritmetica si aprivano 
con quell'amena definizione di grandezza, che tutti ri- 
cordano. 

Eppure l’immane lavoro critico, che riformò tanta 
parte di quelle prime nozioni, dovette rispettarne tutte 
le conseguenze; le premesse erano confuse, incomplete 
e persino erronee, ma le conseguenze erano esatte. 

Questo paradosso logico è subito spiegato, riflettendo 
che, se la formulazione delle proprietà primitive degli 
enti matematici era viziata, ne era anche allora giusta 
l'intuizione; e siccome le deduzioni erano basate tacita- 
mente più su questa che su quelle, esse risultavano 
egualmente corrette. Così la definizione della retta,"come 
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linea minima congiungente due punti, conteneva con- 
cetti complicati che richiedevano la conoscenza di altre 
linee; ma di essa non si faceva uso che per la relazione 
di disuguaglianza fra un lato di un poligono e la somma 
degli altri lati; mentre per le altre dimostrazioni sulle 
fizure rettilinee si ammettevano implicitamente quelle 
proprietà, che oggi si richiedono esplicitamente. 

E definendo la grandezza, come ciò che è suscettibile 
di aumento 0 di diminuzione, nessuno pensava all'am- 
biguo senso di queste parole, nè si credeva in arbitrio 
di attribuirle alle sensazioni, 0 alle qualità astratte, cui 
volgarmente avrebbero potuto convenire; la grandezza 
dei nostri padri era la nostra medesima, quella che il 
Grassmann credette di definire; essi l’intuivano come 
noi, solo la loro definizione doveva intendersi « cum 
grano salis ». 

E la retta di Euclide: « quae ex aequo sua interjacet 
puneta » (per la quale bisognava spiegare anzitutto quel 
suo interjacet tanto più oscuro dell'idea di retta stessa), 
aveva soddisfatto i filosofi di venti secoli, assai più del 
postulato sulle parallele, che doveva sollevare così vasta 
e feconda discussione; e del quale l'evidenza intuitiva 
ai Greci stessi parve minore di quella delle proprietà 
della retta, benchè questa fosse così oscuramente de- 
finita (1). 

Dunque gli antichi matematici sentivano bene, ma 
si esprimevano poco e male; certo essi pensavano che 
le imperfezioni delle prime nozioni sarebbero state cor- 
rette dall’intuizione stessa del discente collo svilupparsi 
del suo senso spaziale; e che perciò non era saggio 
procedimento didattico lo stancarlo fin da principio col 
richiedergli prima quanto egli doveva tacitamente am- 
mettere poi, senza accorgersene; essi insomma più che 


(1) Procto, il primo commentatore di Euclide, ci narra infatti 
che il postulato V, era già oggetto di discussioni e di ricerche 
presso i geometri delle scuole di Atene e di Alessandria. 
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sul senso logieo, fidavano sul senso comune. Si può 
dire che allora si aveva fretta di uscire dal pericoloso 
campo dei preliminari, per entrare in quello più sicuro 
delle proprietà meno evidenti, e creare al più presto 
un corpo di premesse bastanti alla prova dei teoremi 
non intuitivi e più attraenti per lo spirito del discente. 

Molti, anche allora, dopo la formazione acquisita collo 
studio di queste ultime proprietà non suggerite da al- 
cuna Visione immaginativa, avranno sentito il bisogno 
di rifare la strada percorsa rapidamente, senza troppo 
guardarsi d'attorno; di risalire cioè ai preliminari, per 
scoprirne la posizione logica, per raffermare le basi del- 
l’edifizio frettolosamente innalzato. Il famoso postulato 
delle parallele, che presentava nella costruzione Euclidea 
il crepaccio più visibile, fornì la prima occasione a 
quel lavoro di revisione; poichè i tentativi fatti per la 
sua dimostrazione condussero all'analisi di tutti i prin- 
cipii della geometria, e le richerche del Riemann, del- 
l'Helmholtz e del Lie prepararono il materiale per le 
moilerne concezioni geometriche del Pasch, del Veronese, 
del Peano e dell’Hilbert. 

Le idee generali di spazio, superficie, linea, che pa- 
revano prima tanto chiare da venir assunte come 
primitive, vennero riconosciute complicatissime sotto 
l'aspetto filosofico, e bandite dal loro rango d'avanguardia. 
Il punto, che una volta si derivava da esse, passa al 
primo posto, esso diventa l'elemento indefinibile di ogni 
sistema geometrico; le linee, le superfici e lo spazio, 
classi di punti; direi, se mi sì consente il paragone, che 
la costituzione atomica della materia fisica è trasportata 
allo spazio ideale eogli attributi del continuo; il con- 
cetto di integrazione è sostituito a quello di differen- 
ziazione. 

Come il volgo concepisce la materia compatta, con- 
tinua senza interstizi interni, e la locuzione punto serve 
ad esso, solo per fissarvi una eerta posizione relativa, 
ma non ha senso presa isolatamente; così, nella vecchia 
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concezione geometrica, il punto interveniva dove e 
quando occorreva, ma gli enti estesi potevano esistere 
senza di esso; nella moderna concezione invece, quegli 
enti sono costituiti da punti (elassi di punti) come la 
materia sensibile è costituita di atomi e di elettroni. 
E come il chimico coll'ipotesi atomica spiega € giustifica 
i fenomeni visibili delle combinazioni, e il fisico col- 
l'ipotesi elettronica dà ragione delle meravigliose ma- 
nifestazioni della materia radiante, così il matematico 
moderno, coi postulati esistenziali e di appartenenza, 
mira a ricostruire coi punti il segmento ed il piano, quali 
la secolare intuizione li presentò alla mente umana. 
Ma non basta, per la ricostruzione perfetta di quegli 
enti, come li concepiamo astraendo dal filo o dal foglio, 
occorre intercalare altri punti fra quelli, poi altri an- 
cora fra questi e così via indefinitamente, senza mai 
ricoprire i precedenti e senza mai esaurire gli inter- 
stizi; questa possibilità ideale la ritragghiamo dall'idea 
del continuo. Sotto l'influenza potente di queste nuove 
costruzioni del vecchio e glorioso edifizio sorgevano, 
negli ultimi decenni, i nostri trattati di geometria ra- 
zionale, destinati agli alunni delle scuole secondarie; tutti 
ispirati, quale più e quale meno, ad un rigore nell’espo- 
sizione dei principi, che è ben lontano da quelle som- 
marie ed imperfette trattazioni, di cui abbiamo accennato, 
In quei libri, prima di raggiungere il campo delle 
proposizioni interessanti, per la novità delle proprietà 
che rivelano alla mente, il lettore (che dovrebbe essere 
un ragazzetto di 13 anni o 14 anni) deve impigliarsi 
in una cinquantina di pagine, irte di definizioni, postu- 
lati, dimostrazioni sottili, dove tutte le sue conoscenze 
più spontanee, più ovvie, sono ordinate, schierate 
— direi quasi — disciplinate nei quadri nella gerarchia 
logica. Così impara che gli sara lecito parlare di punti 
distinti, solo perchè ciò vien concesso dal primo postù- 
lato, e che potrà immaginarne a piacere, sempre dietro 
permesso speciale della logica; se vorrà convincersi che 
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un segmento è invertibile, dovrà sudare due ore sopra 
una lunga dimostrazione, e ancor più per assicurarsi, 
con perfetta razionalità, che per uscire da un trian- 
golo, stando nel suo piano, è necessario incontrarne il 
contorno, 

Quel ragazzo (la cui esistenza è qui « postulata » per 
abitudine professionale), comincerà a dubitare del proprio 
senno, scoprendo che gran parte del suo sapere pri- 
mitivo costituiva un possesso abusivo, di cui non po- 
teva far uso legittimo prima di averlo sterilizzato dal- 
l’infezione intuitiva, facendolo scaturire, con gran lusso 
di ragionamenti, dall'altra parte solennemente postulata. 

Fortunatamente non esiste il « puer logieus », come 
esiste l'« homo logicus ». Elo sanno pure gli autori di 
quelle opere, i quali rinuneiano a parte dei postulati 
necessari per sopprimere completamente l’ intuizione, 
e cercano di far risultare l'origine intuitiva dei rima- 
menti con osservazioni empiriche. E, quando ciò non 
basti, consigliano l'insegnante ad omettere tutto il gran 
serbatoio preliminare, salvo ad attingervi volta per volta, 
allorquando, nella trattazione delle proprietà posteriori, 
se ne manifesti il bisogno. 

Questo prova che essi hanno intuito il pericolo di- 
dattieo; e non sapendo di fronte ad esso compiere la 
rinunzia scientifica, hanno scaricato sull’insegnamento 
orale la responsabilità della riduzione. Ma, così facendo, 
non hanno provveduto agli interessi della scuola; perchè 
ogni manipolazione dell’opera loro, data la loro auto- 
rità scientifica e la loro elevata posizione gerarchica, 
deve sembrar sconvenienza all’ umile docente, quando 
non possa costituirgli causa di biasimo. Sono 80 anni 
che regna fra noi l’ ipercritica matematica, e i nobili 
sdegni contro i disgraziati autori di certi libri grosso- 
lani, posti alla berlina nelle riviste, deblono aver abba- 
stanza spaventato gli insegnanti più modesti da seonsi- 
gliarli da ogni ritocco opportunistico alle opere scola- 
stiche dei nostri migliori geometri. Queste riduzioni 
dovevano essere fatte da questi medesimi, 
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Contro queste obbiezioni si oppone il noto sofisma, 
che la difficoltà del libro è salutare pel lettore, poichè 
lo obbliga a riflettere, ed accresce, per virtù dello 
sforzo, le sue stesse energie. L'argomento è illusorio; 
perchè l’ammettere l’esistenza di un lettore che volon- 
tariamente si sobbarchi alla fatica di approfondire un 
libro seientifico, equivale ad ammettere l' esistenza di 
un giovane eccezionalmente intelligente e volonteroso, 
la quale è rarissima. La grande maggioranza, alle prime 
difficoltà chiuderà il libro, oppure se ne caricherà prov- 
visoriamente la memoria, illudendo con questo mezzo 
molti docenti medi e superiori. 

Ed è questa illusione, che impedisce un salutare mo- 
vimento di reazione didattica contro le moderne ten- 
denze nazionali nell'esposizione dei principî fondamentali 
della geometria, la quale imponga agli autori trattazioni, 
assii meno conformi allo stato variabile della eritica 
scientifica, ma assai più adatte alla costante ed immu- 
tabile capacità media dei discenti. 

9. — I concetti di segmento e di retta venivano 
formati, seguendo il metodo tradizionale, nella mente 
del discente, per astrazione, partendo dall’osservazione 
di fili sottilissimi tesi alle loro estremità; e si derivava 
l’idea di punto per dividere o limitare la linea. 

Asserendo la possibilità di concepire su questa infiniti 
punti, si voleva affermare solo la loro esistenza poten- 
ziale, perchè si poteva sempre pensare all'esistenza della 
linea illimitata, senza pensare ai suoi punti; in altre 
parole, l’esistenza della linea si considerava anteriore 
a quella del punto. 

Definendo invece, come si fa ora, in certi trattati, il 
segmento come classe di punti preesistenti, l’idea di esso 
diventa un caso particolare di quella di classe, che do- 
vrebbe essere concepita come un insieme denso e con- 
tinuo (per corrispondere all’intuizione); mentre la mente 
del principiante non può concepire che un gruppo finito, 
contenuto in uno spazio finito. 
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Nella concezione tradizionale, i punti sulla linea si 
ammettevano dove, e quante volte, occorresse (e perciò 
se ne chiedevano infiniti); ma il loro insieme non si 
concepiva denso e continuo che nella teoria della mi- 
sura, cioè quando poteva presumersi già sviluppata la 
facoltà spaziale dell’alunno, e sempre subordinatamente 
all'idea della divisibilità indefinita: la quale è assai più 
intuitiva di quella di insieme infinito, permettendo di 
pensare, ad ogni stadio della divisione, ancora indiviso 
il tratto che congiunge due punti vicini di essa. 

Il continuo lineare, od anche soltanto una serie densa 
di punti, non può essere oggetto di immediata intui- 
zione, come ammettono eminenti matematici, quali il 
Couturat (1) e il Severi (2); anzi l'Enriques serive: 

« Se il concetto di linea dovesse sorgere in noi dal- 
< l'associazione di tutte le immagini sensoriali di una 
< linea sola, fisieamente data, noi non saremmo mai con- 
« dotti a postulare che l’intercalazione di un punto fra 
<« due dati possa proseguirsi indefinitamente (83). 

E il Fano: 

« Il concetto di un insieme denso trascende, non solo | 
« ogni dato sperimentale, ma addirittura i limiti della ) 
« nostra immaginazione (4). 

Analizzando il concetto di continuo lineare, i mate- 
matici hanno scoperto che le sue proprietà, per quanto 
interessa le deduzioni, potevano fondarsi sui seguenti 
due po stulati, dei quali il primo basta per la costitu- 
zione di un insieme denso: 1.° Fra due puti di una 
linea vi è sempre qualche punto intermedio; 2.° Postu- 
lato di Dedekind, relativo all'esistenza necessarìa del 
punto divisorio di qualunque linea in due parti. Come 
è ben noto, il primo postulato non eondurrebbe all’esi- 


(1) Les Principes des mathematiques, p. 90. 

2) Bollettino di Mathesis, giugno 1910. 

(8) Problemi della Scienza, p. 284. 

(4) V. Bollettino di Mathesis, agosto 1911, p. 115. 
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stenza di questo punto in quei casi, pei quali la sua 
ascissa non fosse razionale. 

I filosofi ed i matematici hanno indagato poi per 
quali vie la nostra mente possa giungere alla forma- 
zione di questo concetto di continuo, che non può essere, 
come abbiamo detto, suggerito immediatamente da aleuna 
visione immaginativa. Secondo l' Enriques (1) il primo 
postulato avrebbe origine dal prodotto ideale di un’as- 
sociazione e di un’astrazione di tutte le rappresentazioni 
genetiche delle linee, empiricamente assegnabili. Il po- 
stulato di Dedekind poi esprimerebbe una condizione 
per l'associabilità di due diversi modi di rappresentarsi 
il punto, cioè sia come elemento generatore della linea, 
sia come ente divisorio di essa. Secondo il Severi (2), 
il sentimento di necessità che accompagna il primo po- 
stulato sarebbe anche imposto dall’ unità stessa della 
nostra coscienza, che si ricostruisce nella molteplicità 
infinita delle sensazioni e dei ricordi. Il Poincaré (3), 
dopo aver rilevato la contraddizione del continuo fisico 
delle sensazioni bariche, nel quale due pesi, indiscernibili 
da un terzo, sono spesso discernibili fra loro, considera 
il primo postulato come una necessità dello spirito per 
eliminare quella contraddizione, e il secondo postulato, 
come una necessità per l'esistenza generale di un punto 
comune a due linee che si attraversano. 

Abbiamo esposto succintamente le spiegazioni di al- 
cuni illustri scienziati sulla genesi del concetto di con- 
tinuo lineare, per poter osservare che esse non val- 
gono per la formazione psicologica di quel concetto 
nelle menti dei principianti, essendo fondate su espe- 
rienze ed astrazioni, che questi non hanno ancora 
avuto occasione di compiere. Esse spiegano bensì l'origine 


(1) Problemi della Scienza, p. 235 e 286, 2° ediz. 

(2) « Ipotesi e realtà nelle scienze (reometriche » Bollettino 
di Mathesis, giugno, 1910. 

(3) La science et l'hypothése, p. 85 e s. 


OSSERVAZIONI CRITICO-DIDATTICHE SULL'ESPOSIZ., ECO. 201 


psicologica della necessità dei postulati nelle coscienze 
mature; ma non quella del concetto volgare di linea, 
derivato dalle sensazioni brute delle linee empiriche, al 
quale quelle proprietà matematiche sono sovrappposte 
dopo, dalla coscienza riflessa. 

Anche qui la storia ei soccorre; poichè l'apparizione 
ben netta, nella scienza, di quelle proprietà caratteri- 
stiche del primitivo informe concetto di continuo, è 
recente; mentre quest’ultimo è antichissimo, Esso sì 
presentò sempre alle menti umane come una proprietà 
della materia fisica (1), nella quale la costituzione ato- 
mica non può risultare coll’esame diretto dei sensi ; 
e, nell'operazione di astrazione che conduce dal sensi- 
bile all'ente geometrico, venne trasportato a questo. 
Così fu sempre pel passato, e sarà per l’avvenire. 

Se la scienza non è riuscita a tradurre questa na- 
turale genesi nei suoi schemi logici, superando quel- 
l’antinomia del punto, che inevitabilmente appare nella 
ricerca dell'elemento indivisibile di un continuo dato, 
non ne dobbiamo far ricadere la colpa sull’umile inse- 
gnamento elementare, trascinandolo per la via inversa a 
quella naturale (2). 

Perciò, parendoci impossibile costruire, dal sistema 
lineare di punti, il segmento della nostra intuizione, 
senza l'idea del continuo, o almeno senza la concezione 
di una serie compatta (densa) di punti, coneludiamo do- 
versi preferire, anche nel primo insegnamento razionale 
della geometria, la tradizionale concezione di linea, de- 


(1) Secondo la fisiologia, la continuità della materia sarebbe 
un’apparenza, poiché i dati primitivi dei sensi sono necessaria- 
mente discontinui, tali essendo gli elementi istologici degli organi 
che ricevono le impressioni esterne, Il concetto di continuo fisico 
avrebbe quindi un’origine razionale, «a priori », che la mente 
aggiungerebbe a quei dati bruti, facendone apparire continua la per- 
cezione (Cfr. CoutuRAT, De l’infini mathématique, p. 548), 

(2) Cfr, articolo del Grorc1, Bollettino di Mathesis, aprile 1912, 
p. 4l. e 
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rivando da essa quella di punto; perchè è più facile 
coneepire l’inesteso, partendo dall’esteso, che viceversa 
(non volendo ricorrere al movimento). 

A ciò sì può obbiettare che l’alunno potrà, nella sua 
mente, associare all'idea necessariamente imperfetta di 
sistema lineare che egli si formerà dai postulati, quella 
più precisa che ricaverà, per astrazione, dalle osserva- 
zioni empiriche; purchè rieonosea che l'assetto logico è 
basato sulla prima. Ma questa è una sottigliezza filo- 
sofica, apprezzabile in un corso superiore, ma non va- 
lida per una scuola inferiore; dove la preoccupazione 
logica deve cedere il passo a quelle considerazioni psi- 
cologiche, che sono il vero fondamento di una sana 
pedagogia. 

3. — Passiamo ora a studiare da quali esperienze 
comuni abbia origine il criterio di uguaglianza geome- 
trica. Noi diciamo comunemente che due oggetti mate- 
riali sono venuti a coincidere, quando la discernibilità 
delle sensazioni visive da essi prodotte è discesa sotto 
il minimo di percettibilità (soglia della sensazione); cioè 
quando ci sembra che uno degli oggetti non si distingua 
dal sistema di entrambi, indipendentemente dalla posi- 
zione relativa del nostro occhio rispetto ad essi, almeno 
in un campo limitato dei nostri movimenti. Ma, sia col 
tatto, se gli oggetti sono vicini, sia per differenze ero- 
matiche, o per scoperta di errore di parallasse, od anche 
armando l’oechio con strumenti, se occorre, noi ci ae- 
corgiamo sempre della impossibilità di una coincidenza 
assoluta, per la quale il sistema dei due oggetti riuscisse 
indiscernibile da uno di essi. 

Ciò malgrado noi continuiamo ad accordare alla prima 
coincidenza, relativa alla indiscernibilità di alcune par- 
ticolari sensazioni, un significato, che esprimiamo ancora 
col verbo « coincidere ». Così diciamo che due fogli di 
carta coincidono, quando ci riesee di sovrapporli in modo 
che possano nascondersi reciprocamente al nostro sguardo, 
variando la posizione del loro sistema rispetto all’occhio; 
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e prescindiamo deliberatamente dalla differenza di altre 
sensazioni tattili o muscolari, ed anche dalla stessa pos- 
sibilità di un discernimento visivo, risultante da un esame 
più accurato. 

Da queste comuni esperienze la nostra mente trae i 
primi germi del concetto di congruenza geometrica, e 
ad esse sempre ritorna nelle verifiche ideali della geo- 
metria. Possiamo dire che questa relativa coincidenza 
stabilisce fra i due oggetti una relazione, che è sim- 
metrica; poichè, se dopo aver constatato che il primo 
oggetto può nascondere il secondo, seoprissimo che questo 
non può nascondere il primo, noi negheremmo il ca- 
rattere di coincidenza alla loro relazione. E questa re- 
lazione è pure transitiva; come ce lo provano le fre- 
quenti esperienze di misure empiriche, in cui dalla coin- 
cidenza del campione con due altri oggetti, sappiamo 
risultare la coincidenza di questi. 

Soltanto in uno stadio superiore della sua evoluzione 
conoscitiva, la mente può immaginare la congruenza di 
due corpi nel senso geometrieo comune; ossia può con- 
cepire la coesistenza di essi in uno stesso istante e in 
una stessa posizione relativa al nostro corpo, tale che 
risultassero indiscernibili le diflerenze fra le sensazioni 
del loro sistema e di uno soltanto di essi, in qualunque 
dominio sensoriale. Non spetta a noi l’indagare se tale 
concetto di compenetrazione reciproca dei due corpi, 0 
di congruenza assoluta, sia un risultato inconscio di 
associazione ed astrazione delle esperienze di congruenza 
relativa, descritte prima, ovvero sia costruito « a priori » 
dalla nostra mente (1). 


(1) Noi ci siamo riferiti, per spiegare l'origine del coneetto di 
congruenza, ad esperienze visive, ma non sì può negare che vi 
intervengano anche quelle generali, tattili, muscolari ; alvrimenti 
quel concetto non potrebbe formarsi nei ciechi-nati. 

L'Enriques (V. Problemi della scienza, 2% ediz., Cap. 1V), di- 
stinguendo le proprietà metriche delle figure da quelle proiettive, 
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Certo è, che noi gli attribuiamo quegli stessi attri- 
buti logiei che l'esperienza ci ha rivelato nelle coinci- 
denze relative, considerate prima ; cioè riteniamo che 
la congruenza geometrica stabilisca fra i due corpi con- 
gruenti una relazione riflessiva, simmetrica e transitiva. 

4. — Studiata l'origine sensibile del criterio d'ugua- 


glianza per sovrapposizione, resta & studiarne il suo valore 
logico, ovvero come strumento di deduzione. Anzitutto 
sì può osservare che, mentre la sovrapposizione di due 
figure empiriche può servire & decidere della loro con- 
gruenza relativa, e quindi fornire un criterio di prova 
sperimentale, la stessa cosa non può dirsi per le figure 
ideali della geometria; perciò la definizione di uguaglianza 
per sovrapposizione non ha alcun senso. Soltanto la 
famigliarità delle verifiche sperimentali, esaminate dianzi, 
ci fa credere di poterle usare, come criterio di ricerca 
delle relazioni fra le figure ideali. Ma in realtà su questi 


________ 


osserva che le prime, ed in particolare la congruenza (fondata 
sul concetto di equidistanza fra i punti corrispondenti di due 
figure) dipendono dalle sensazioni tattili, le seconde da quelle vi- 
sive. Ma il concetto comune di congruenza, che interessa la geo- 
metria ordinaria, risulta da una fusione di caratteri metrici e 
proiettivi, dovuta all'associazione ripetuta dei due ordini corri- 
spondenti di sensazioni, per cui tale congruenza si riduce ad un 
caso particolare di proiettività. La distinzione fra la genesi delle 
proprietà metriche e delle proiettive è importante per la spiega- 
zione del primitivo acquisto di esse; ma non interessa l'acquisto 
didattico, che noi consideriamo, giacché questo si compie ad un'età 
in cui l'associazione delle diverse sensazioni ha già compiuto nella 
mente la fusione delle corrispondenti proprietà geometriche. Per 
questa ragione abbiamo considerato solamente le verifiche proiet- 
tive della congruenza, come quelle che sono più facili a compiersi, 
e che sì usano comunemente, almeno per Je figure ad una 0 due 
dimensioni. Non vediamo infatti, che per verificare l'uguaglianza 
di due figure tracciate sopra due fogli distinti, sì guardano per 
trasparenza, se è possibile, dopo avèr addossatoi due fogli, e sì cerca 
se i disegni si ricoprono esattamente ? Ed anche nei rilievi di equi- 
distanza fra coppie di punti — eseguiti col compasso 0 con liste 
di carta — non ricorriamo sempre alle sensazioni visive? 
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enti, che esistono solo nella nostra immaginazione, aiutata 
da quei soliti disegni che ci rappresentano tutt'altro, 
nessuna esperienza è possibile. Dicendo che due angoli 
o due segmenti sono uguali, o non uguali, secondochè, 
sovrapposti, coincidono o no, si enuncia un'alternativa, 
che non può decidersi. È in nostra facoltà di immagi- 
nare che la sovrapposizione ideale avvenga, o no; 
supporre che avvenga, equivale a supporre la congruenza, 
non a verificarla, cosiechè il fatto immaginario della 
coincidenza è conseguenza, non causa, della congruenza (1). 

Ma queste considerazioni, che possono sembrar chiare 
a chi si è familiarizzato da molti anni coll'immaginazione 
astratta, sembrerebbero invece terribilmente oscure ad 
un ragazzetto di 13 o 14 anni, la cui mente non po- 
trebbe riuscire a separare la parte intuitiva del con- 
cetto di congruenza da quella razionale. Perciò ci 
guarderemmo bene dal fargliele; e quando egli ci chie- 
desse: che cosa significa « figure uguali », gli rispon- 
deremmo, come avrebbero risposto tutti i maestri del 
passato: significa che sì possono portare a coincidere. 
Egli penserà ai due sgorbi, più o meno rassomiglianti, 
tracciati sul suo quaderno, si figurerà di guardarli 
contro luce, o di ritagliarne uno per riportarlo sul- 
l’altro, e capirà, a modo suo — si dirà — ma anche 
a modo di molti fra i più illustri pensatori dell'umanità. 

Però la definizione dell’ uguaglianza per sovrapposi- 
zione contiene un più grave difetto, cioè introduce il 
concetto meccanico di movimento. Questa idea del mo- 
vimento senza deformazione delle figure geometriche, che 
aveva attraversato incolume la mente di tanti grandi 
matematici, dovea impigliarsi anch'essa negli ingranaggi 
della critica, ed uscirne assai malconcia. 

Prima si rilevò che essa implica una petizione di 
principio, poichè la nozione di indeformabilità contiene 


(1) Cfr. CoururaTt, Les principes des mathématiques, p. 188. 
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il conèetto di congruenza fra le infinite posizioni della 
figura mobile; e che, senza questo concetto, comunque 
acquistato, non.si può concepire l’indeformabilità. 

Inoltre essa non vale per le figure simmetriche a 
tre dimensioni, alle quali noi conferiamo i caratteri 
dell'uguaglianza, pur non riuscendo a seoprire i movi- 
menti che le porterebbero a coincidere. Dopo ciò, quando 
il concetto di movimento stava per subire l’ostracismo 
dal regno geometrico, un più benigno giudizio su di 
esso condusse ad osservare che le posizioni intermedie 
della figura mobile, durante il suo viaggio ideale, non 
interessano, e che importano solo la posizione iniziale 
e quella finale. Onde il movimento non sarebbe che un 
mezzo intuitivo per stabilire una corrispondenza fra i 
punti di due figure congruenti, un artifizio per aiutare 
l'immaginazione dell'alunno; mentre, per le deduzioni 
logiche, basterebbe considerarlo come una operazione, 
dotata di certe proprietà, che serve a trasformare una 
fisura in un'altra. 

Aecennando così di volo alle obbiezioni della eritica, 
ben nota a tutti i cultori della matematica (1), si deve 
confessare che ogni mente, educata alla severità del 
raziocinio, è costretta a riconoscerne la giustezza. 

Passando ora ad esaminare in qual modo i riforma- 
tori stessi o i loro seguaci abbiano potuto stabilire la 
nozione fondamentale di congruenza, evitando i difetti 
del metodo tradizionale, si trova che essi possono di- 
stingnersi în due classi: quelli che eseludono completa- 
mente i movimenti, e quelli che li ammettono, ceonsi- 
derandoli come trasformazioni puntuali costituenti « un 
gruppo ». Fra i primi, fra quelli, cioè, che assumono la 


(1) Cfr. Enriques, Questioni sulle matematiche elementari, 
articolo del Guarpuocr — Coururat, Les principes des Mathé- 
matiques, Cap. VI — Russet, Essai sur les fondements de la 
geométrie, Cap. IIL. — « Eneyclopedie des sciences mathémati- 
ques » (Tome II, Vol, 1, artie. dell'Enviques, pag. 27). 
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nozione di congruenza come primitiva, si devono ci- 
tare il Pasch, che l’ammette per figure qualsiasi, e il 
Veronese, l’Hilbert, che l'ammettono solamente per aleune 
di esse. Frai secondi, fra quelli cioè che hanno cercato 
di ricostruire, su basi logiche rigorose, l’edifizio Euelideo, 
senza alterarne le linee principali, si devono citare il 
Peano, il Pieri e il De Franchis. 

5. — Di questi nuovi rinforzi alla più perfetta co- 
struzione della mente umana, la scienza moderna può 
a buon diritto andar superba, ed in modo speciale la 
patria nostra che fornì a quell’opera aleuni fra i mi- 
gliori artefici. Per quest'ultima circostanza, l'influenza 
riformatrice fu più sentita fra noi, e si riflettè imme- 
diatamente sui modesti libri di scuola, alcuni dei quali 
assursero alla dignità di veri trattati scientifici. 

In questi, pur concedendo vari temperamenti didattici, 
l'ossatura espositiva dei principì apparisce informata ai 
risultati della critica. Così, limitandoci all’ esame della 
presentazione del concetto di congruenza, come viene 
effettuata dai seguaci della prima scuola, sopra citata, 
troviamo ad es., il postulato: Due segmenti possono 
essere uguali o disuguali. 

L'alunno sa che per i segmenti, che deve chiamare 
uguali, non può immaginare la verifica ideale della con- 
gruenza mediante la sovrapposizione, consentita solo em- 
piricamente pei loro modelli fisici; ma che ogni giudizio 
fatto sull’ uno, considerato in sè, può pure farsi sul- 
l’altro (1), ovvero che l’uno può sostituirsi all’altro in 
tutto un ordine di proprietà (2). 

Quali giudizi o quali proprietà possa pensare subito 
l'alunno non è determinato; esclusa l’idea di movimento, 
esclusa l’idea di lunghezza che implica quella di misura 


(1) Veroxese, Elem. di Geom., Parte I, Ediz. 1909, pag. 46. 
(2) EnrIQUES, Questioni sulla Geometria Elementare, p. 66, 
Ediz, 1900. 
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o di altre linee, esclusa l’idea di distanza, la quale non 
può apparire primitiva, ossia indipendente dal segmento, 
che in menti sviluppate; egli, o non penserà a nulla 
(e sarà il caso più freqnente), o non capirà niente del- 
l'affermazione fatta. 

E ciò sarà minor male dell’idea, che potrebbe venirgli 
(associando l’immagine di quei sistemi lineari finiti che 
gli furono offerti empiricamente), che due segmenti, cioè 
due elassi di punti, siano uguali, quando è possibile sta- 
hilire fra i loro elementi una corrispondenza biunivoca ed 
ordinata; poichè così tutti i segmenti sarebbero uguali 
fra loro. 

Si dirà che, per la trattazione logica che è basata 
sulle proprietà formali dell’ uguaglianza, il significato 
reale degli enti non ha valore, e che nel seguito si 
vedranno i giudizi o le proprietà, eui essa si applica: 
ma intanto, per la trattazione scolastica, che è basata 
sulle proprietà naturali del cervello di un ragazzo (che 
m generale cerca delle immagini sensoriali), la cosa ri- 
marrà alquanto oseura. 

A maggior ragione gli sembreranno oscure le rela- 
zioni di congruenza fra figure più complesse del seg- 
mento, se gli verranno richieste come primitive; a meno 
che la sua intuizione tacitamente trasporti ad esse le 
proprietà del movimento dei corpi rigidi materiali, che 
esplicitamente gli viene proibito. Ed allora? Egli dirà 


\ una cosa e ne penserà un’altra. 


Così pure ci pare, che la disuguaglianza postulata 
possa intendersi come intera negazione logica dell’ugua- 
glianza, e quindi inutile (pel principio del terzo escluso); 
fintantochè essa non viene precisata mediante la rela- 
zione tra la somma ed un addendo, la quale generalmente 
vien data dopo il postulato (il che è necessario solo per 
definire la somma di sesmenti non consecutivi). 

Quindi dovrebbe postularsi: Due segmenti possono es- 
sere uguali; altrimenti, appartengono ad uno (soltanto) 
di essi due punti (dei quali uno almeno interno), che 
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limitano un segmento uguale all’altro. Nel secondo caso 
sì dirà che il primo segmento è maggiore del se- 
condo, ece. 

6. — L'importanza matematica del concetto di disu- 
guaglianza è almeno uguale a quella della congruenza; 
non potendosi intendere tale concetto come intera ne- 
gazione logica della uguaglianza, perchè questa nega- 
zione pura e semplice non sarebbe suscettibile di alcuna 
conseguenza deduttiva. La disuguaglianza deve stabilire 
fra i due enti disuguali una relazione determinata, e 
riducibile a concetti già noti; cioè deve affermare certi 
caratteri positivi, dai quali si possano trarre speciali 
deduzioni, e tali che siano incompatibili coi caratteri della 
congruenza. Perciò il concetto di disuguaglianza mate- 
matica riesce complicato, e presenta difficoltà, che in 
certe teorie (come nell’equivalenza) sono difficilmente 
superate. 

Come abbiamo esaminata l’origine psicologica del con- 
cetto di congruenza, possiamo ora indagare quella del 
concetto di disuguaglianza. 

Questo concetto viene affermato, nel linguaggio co- 
mune, fra oggetti sensibili, colle locuzioni di più, 0 di 
meno, di parte o tutto, di contenente o contenuto, ece., 
colle quali sì caratterizzano certe diversità di sensazioni 
omogenee, ricevute da quegli oggetti. Esaminando le 
sensazioni, che hanno una medesima origine sensoriale, 
ad esempio, quelle tattili localizzate in un punto della 
cute, o quelle olfattive, 0 quelle gustative, ci sembra 
che esse formino negli infiniti gradi, di cui sono su- 
seettibili, un continuo ad una dimensione, limitato dalla 
sensazione massima (vertice) e dalla sensazione minima 
(soglia della sensazione), che corrisponde allo zero di 
quel dominio sensoriale. Le sensazioni tattili localizzate, 
nella loro qualità barica, ei offrono un esempio di con- 
tinuo fisico ben determinato; sempre considerando questa 
questione dal punto di vista del senso volgare, che più 
interessa il problema didattico; giacchè secondo le espe- 
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rienze psico-fisiche la suceessione delle sensazioni sembra 
discontinua (1). 

Ora, noi diciamo che una sensazione aumenta, quando 
ci pare che vari nel senso della sensazione massima, e 
diciamo che diminuisce nel caso contrario. Possediamo 
quindi la facoltà di ordinare due sensazioni omogenee 
discernibili, in modo che l’una di esse preceda l’altra, 
senza alcun riferimento spaziale 0 temporale, purchè ci 
sembri che vi è un aumento o diminuzione tra esse, 
E quando le due sensazioni siano percepite da più 0s- 
servatori, sì constata quasi sempre tra essi l'accordo 
nel designare il senso dell'ordine di quelle. 


(1) Basta ricordare l'osservazione del PorncaRE, secondo la quale 
due pesi, indiscernibili da un terzo, possono risultare discernibili fra 
loro. Ma ciò nontoglie che talvolta idueprimi pesi possano risultare 
discernibili da un quarto, come si verifica per le sensazioni mu- 
sicali. Certi orecchi apprezzano più sicuramente l'intervallo di 
quinta, che l’unisono; perciò distinzueranno meglio due snoni 
gravi vicini, paragonandoli alla loro quinta, chefton un terzo suono 
vicino ai due ‘primi, il quale non risulterebbe distinto da questi, 
per la speciale conformazione di quegli orecchi. Ma nessun violi- 
nista dubiterà, mentre fa girare la chiave del suo istrumento per 
correggere il suono « calante » di una corda, strofinandola col- 
l'arco, che il suono non salga con continuità, anche se non gli 
riesce di percepire tutte le differenze fra due tensioni successive. 

Il Wunpr, ammette la continuità della variazione sensoriale 
(V. Él6ments de psychologie physiologique, traduce. frane., Tom. I, 
p. 811). 

Il Bergson (Essai sur les données inmédiates de la con- 
science, Ch. 1°") nega la diversità di due sensazioni, considerate in 
se stesse, indipendentemente da ogni associazione più o meno co- 
sciente col loro stimolo. E poiché egli riduce questi stimoli a gran- 
dezze estensive, quindi continue, ne deriverebbe la continuità an- 
che per le sensazioni. Il FEcANER, upplicando, nella sua nota for- 
mula matematica, il calcolo alla misura delle sensazioni, ne am- 
mette implicitamente la continuità; anzi considerandole come gran- 
dezze, ne ammette anche l’addizione. 

Ma anche negando questa continuità, nessuno può disconoscerne 
l'illusione. Solamente, in questa ipotesi, la continuità, non essendo 
rivelata dai sensi, dovrà intendersi come un'idea « a priori » 
(Cfr. Coururat, De l’infini mathématique, Ch. III, p. 547 e S.). 
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Quando poi si considerino sensazioni di diversa base 
sensoriale, prodotte da un medesimo stimolo variabile, 
esse vengono, in generale, ordinate similmente nei di- 
versi continui fisici; così diciamo che un oggetto, fisso 
relativamente al nostro corpo, se aumenta nella sensa 
zione visiva, aumenta pure di peso, di irradiamento 
termito, odoroso, ece. 

Questo fatto, ossia l'associazione costante delle va- 
riazioni sensoriali, spiega la sorpresa prodotta in noi 
da quei fatti, in cui quelle variazioni non presentano 
lo stesso ordine nei diversi domini sensoriali, ad esempio 
la sorpresa che si prova innalzando per la prima volta 
un recipiente contenente del mercurio; giacchè si con- 
stata un notevole aumento di peso, rispetto a quello 
previsto in base alle altre sensazioni visive e tattili, 
senza un corrispondente aumento di queste. 

7. — Questi concetti comuni di aumento, diminu- 
zione, oppure di più, meno, maggiore, minore, ece., 
generati da certe differenze di sensazioni sono traspor- 
tati inconsciamente agli stimoli fisici, e da questi alle 
figure geometriche ideali; e quindi le relazioni di disu- 
guaglianza tra queste sembrano intuitive, perchè vengono 
espresse colle medesime locuzioni empiriche, che carat- 
terizzano le diversità fra le sensazioni prodotte dai mo- 
delli fisici di queste figure. 

Un segmento, un poligono, un solido, sembrano in- 
tuitivamente maggiori delle loro parti rispettive, perchè 
tali sono, nel significato comune, le sensazioni dei loro 
disegni o dei loro modelli. Il carattere di necessità, che 
sembrano possedere quelle relazioni, per tanto tempo 
ritenute assiomatiche, non è che un riflesso incosciente 
dell’osservazione sperimentale; in altri termini: i con- 
cetti di maggiore, minore, ece., non sono «a priori », 
ma sono espressioni usuali di certi contrasti fra im- 
pressioni sensibili. I vocaboli: maggiore, più, determi- 
nano un contrasto fra due sensazioni ordinate, il quale, 
invertendo l’ordine di queste, verrebbe determinato dai 
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vocaboli: minore, meno. Come valore logico, la frase. 
«il tutto è maggiore della parte » potrebbe, tutt'al 
più, valere come definizione implicita del concetto di 
« maggiore » preso in senso concreto. E siccome la re- 
lazione fisica, che designiamo con uno dei vocaboli 
suddetti, è asimmetrica e transitiva, noi conferiamo tali 
proprietà alla relazione logica della disuguaglianza tra 
due enti geometrici. 

L'evidenza intuitiva della relazione di disuguaglianza 
diminuisce, quando le diversità delle sensazioni, prodotte 
da uno stesso stimolo variabile, possono presentarsi in 
ordine diverso secondo la specie di esse. 

Così non sappiamo sempre decidere, guardando due 
recipienti di capacità poco diversa, quale risulti più pe- 
sante, riempiendo quello di maggiore capacità con ac- 
qua, e l'altro con mercurio. 

La medesima incertezza si rivela nell’ apprezzamento 
empirico della disuguaglianza di due angoli. Poichè 
l'angolo (qualunque sia la definizione logica ripetuta & 
memoria dall’alunno, a cui egli non pensa più, subito 
dopo la sua recitazione) nella sua mente altro non è 
che lo stimolo visivo costituito da quella parte di piano 
che è limitata dai lati; e la sensazione della sua gran- 
dezza è collegata all'estensione apparente della  super- 
ficie finita, racchiusa dai lati e da una linea (non trae- 
ciata) che ne unisca gli estremi (1). 


(1) Come esempio di associazione di una variazione sensoriale 
collegata convenzionalmente alla variazione della sensazione em- 
pirica di un angolo, disegnato a lati variabili, si può ricordare 
la notazione musicale, in cui il grado della forza dell'esecuzione 
ossia dell'intensità sonora viene indicato colle cosidette « sforza- 
ture », ossia con angoli acuti a lati assai lunghi, per modo che 
l'aumento apparente della superficie limitata da essi, più ci allon- 
taniamo dal vertice (o, per essere più esatti, l'aumento della di- 
stanza dei punti di un lato dalla bissetrice o delle corde normali 
a questa) suggerisca all'esecutore l'aumento della sonorità. 
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Per questa ragione la grandezza dell’angolo, nel con- 
cetto errato del fanciullo, viene a dipendere dalla lun- 
ghezza dei lati che lo determinano: e egli crederà un 
angolo tanto più grande, quanto più lunghi sono i lati 
disegnati, perchè è maggiore la superficie racchiusa, Ri- 
ferendoci all'esempio del vaso pieno di liquido di densità 
ineognita, considerato prima, potremo dire che quella 
superficie corrisponde alla capacità visibile del vaso, 
mentre l'ampiezza dell'angolo corrisponde al peso del li- 
quido. Occorre dunque, per la valutazione corretta del- 
l'ampiezza angolare, distruggere l’associazione fra la 
grandezza angolare e quella superficiale; come, per la: 
stima oculare del peso del recipiente pieno, occorre 
distruggere l'associazione fra il peso normale del liquido 
e la capacità del recipiente. 

Il modo più semplice consiste, come si usa, nel eol- 
legare la grandezza angolare a quella di un arco trae- 
ciato fra i suoi lati con raggio costante e centro nel 
vertice; così si stabilisce la corrispondenza nell’ ordine 
dell'aumento fra le sensazioni visive lineari e il concetto 
teorico di ampiezza angolare. La stessa questione si 
presenta nel concetto di disuguaglianza dei diedri. 

Il concetto di disuguaglianza, astratto dalle diversità 
fra le sensazioni omogenee, non basta ai bisogni della 
matematica. 

Esso condurrebbe soltanto alla considerazione delle 
grandezze intensive, cioè suscettibili solamente di para- 
gone per uguaglianza e disuguaglianza, mentre la ma- 
tematica studia le grandezze estensive, per le quali vale 


Anche lo stesso segno <, usato per indicare la disuguaglianza 
matematica, associa il concetto astratto di aumento matematico 
con quello concreto della sensazione visiva, poichè il termine mag- 
giore si colloca in corrispondenza della sensazione maggiore. In- 
versamente l'uguaglianza, indicata dal segno =, viene associata 
ad uno stimolo visivo, che dà sensazione costante, percorrendolo 


gradatamente coll’'occhio, 
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pure il concetto di somma (e di differenza). Il concetto 
di differenza nasce dalla necessità di precisare la_di- 
versità fra le sensazioni, di esprimerla cioè con un ele- 
mento obbiettivo, ed implica quindi il concetto di somma, 
donde derivano i concetti di molteplicità e di divisi- 
bilità. 

Date due sensazioni omogenee, la cui diversità possa 
essere riferita ad una terza pure omogenea colle pre- 
cedenti, si dice che la maggiore di esse è somma della 
minore e della terza; e altrettanto si dice degli stimoli 
corrispondenti. Questo fatto sì presenta, quando l'insieme 
di più stimoli genera una sensazione che è della stessa 
qualità delle sensazioni separate, come avviene di un 
insieme di pesi, di suoni identici, di segmenti consecu- 
tivi, di poligoni adiacenti, ece. Perciò la somma, nel 
sno significato empirico, è collegata all'idea di aumento, 
di più, di maggiore. 

La matematica, che astrae il concetto di somma dei 
suoi enti ideali dalla somma di quelli concreti, sì serve 
di esso per definire il concetto di maggiore, e viene 
quindi a trovarsi d'accordo eol linguaggio comune, al- 
lorquando i suoi enti ammettono una rappresentazione 
concreta. Questo accordo fra il linguaggio seientifico 
usato convenzionalmente per esprimere le relazioni am- 
messe fra enti ideali, ed il linguaggio volgare usato 
comunemente per esprimere fatti fisiei, conferisce al 
primo quella apparente evidenza, che lo fa sembrare 
assiomatico, come abbiamo gia notato. 

Per la stessa ragione i numeri, che esprimono plu- 
ralità concrete maggiori, sembrano intuitivamente mag- 
ziori dei numeri che esprimono pluralità minori. Non è 
quindi il concetto astratto dell'ordine dei primi termini 
della serie naturale che genera la relazione intuitiva di 
disuguagliauza fra essi, ma il riflesso dlell’origine con- 
creta delle loro rappresentazioni. Per i termini supe- 
riori di quella serie, cioè per i grandi numeri, di cui 
e impossibile immaginare una rappresentazione conereta, 
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il concetto d'ordine, già associato alla disuguaglianza 
fin dai primi termini, basta da solo per stabilire quella 
relazione. E poichè la serie naturale è proseguibile in- 
definitamente, il concetto d'aumento, associato ad esso 
colle prime esperienze, viene concepito anch'esso inde- 
finito, trascendendo pure da ogni immaginazione con- 
creta, e generando l’idea dell'infinito. 

8. — La teoria dell’equivalenza dei poligoni, che ha 
tanta importanza nella geometria, fu oggetto negli ul- 
timi tempi di molti studì critici, tendenti a liberarla da 
quel largo ricorso all’ intuizione, di cui pel passato si 
faceva tanto uso. Si può leggere nell’artieolo del Prof. 
Amaldi, intitolato: « Sulla teoria della equivalenza » 
inserito nelle « Questioni riguardanti le matematiche 
elementari » raccolte dall’ Enriques, un sunto storico 
dello sviluppo critico di tale teoria da Euclide fino ai 
giorni nostri. 

È indubitato che la confusione antica fra il significato 
di congruenza geometrica e quello di uguaglianza esten- 
siva o di area, benchè la distinzione fra i relativi 
concetti dovesse anche allora essere ben netta, non fosse 
didatticamente deplorevole. Forse essa proveniva dalla 
difficoltà di cireoserivere il concetto intuitivo di ugua- 
glianza del contenuto superficiale con una definizione, 
che abbracciasse tutti i casi, in cui quel concetto può 
presentarsi. Ma per la considerazione dei poligoni piani, 
che si presenta naturalmente per prima nello studio 
della geometria, il concetto medesimo, ossia l’equiva- 
lenza, è suscettibile di una definizione partieolare; che, 
mentre lo riduce logicamente ai concetti fondamentali 
già acquisiti, riveste la suggestione intuitiva con una 
chiarezza e semplicità innegabili. 

Tale definizione, ossia la riduzione del concetto di 
equivalenza a quello di equiscomponibilità dei poligoni 
in uno stesso numero di parti poligonali, due a due 
congruenti, viene subito afferrata anche dagli alunni 
delle scuole inferiori. per la facilità delle esperienze 
sensibili che essa conduce a fare, 


; 
i 
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La relazione di equivalenza sorge così dotata delle 
proprietà riflessiva e simmetrica; ma l'intuizione esige 
ancora un’altra proprietà, che essa sente € prevede, 
cioè la proprietà transitiva. Qui sorge la prima diffi 
coltà didattica; la dimostrazione usuale e ben nota della 
trausitività si fonda naturalmente sopra una terna par- 
ticolare e semplice di poligoni tracciati, in cui le parti 
siano poche e facilmente riconoscibili. Da quest’esempio 
speciale noi tragghiamo la convinzione generale, astraen- 
done il metodo che riconosciamo valido per ogni caso; 
potrà la mente dei giovanetti fare altrettanto? O pre- 
ferirà acquetarsi nella considerazione intuitiva di ugua- 
glianza superficiale, che assegna « & priori » i poligoni 
fra le grandezze, e quindi concede ad essi tutte le 
proprietà di queste? 

Non è possibile dare una risposta assoluta a queste 
domande; solo possiamo assicurare di aver molte volte 
rilevato negli alunni la sorpresa di trovare provata la 
transitività, che essi avevano già accordato ; perchè, 
mentre definivano l'equivalenza nel modo suddetto, la 
pensavano nel senso intuitivo. 

Ma non è certo questa la difficoltà principale; non 
basta riconoscere nella relazione di equivalenza i ea- 
ratteri dell'uguaglianza; ma bisogna scoprire e fissare il 
significato della relazione contradittoria, ed escludente 
ogni altra, che si potrà chiamare inequivalenza. Come 
abbiamo già visto, trattando della disuguaglianza, la 
negazione pura e semplice dei caratteri dell’equivalenza 
non avrebbe alcun senso matematico, cioè non sarebbe 
suscettibile di deduzione. Nella teoria della congruenza 
segmentaria, il concetto di somma di due addendi, es- 
sendo ben definito ed univoco, si presta immediatamente 
per stabilire la relazione di disuguaglianza fra la somma 
e un addendo. 

Non così semplicemente si presenta il concetto di 
somma di due poligoni, per gli infiniti modi, secondo i quali 
essa può concepirsi eseguita; l’univocità dell’operazione 
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{cioè il riconoscimento dell’equivalenza degli infiniti ri- 
sultati possibili) è già abbastanza complicata a provarsi, 
sopra tutto se i due poligoni addendi vengono prima 
scomposti in parti, e queste associate comunque. Perciò, 
affermando che due poligoni sì trovano nella relazione 
di somma ed addendo, si afferma un complesso di carat- 
teri, assai più complicato, che nell’affermazione analoga 
fra segmenti. Fortunatamente l’intuizione, sorvolando, 
per così dire, sul significato logico dell’equivalenza (equi- 
scomponibilità), guidata dalla sua concezione aprioristica 
dei poligoni come grandezze, e limitandosi al caso sem 
plice di sovrapposizione parziale della somma e dell’ad- 
dendo seopre in quella relazione il carattere di contra- 
dittorietà rispetto all’equivalenza. E la potenza sugge- 
stiva dell'intuizione è tale, che solo recentemente, ossia 
per opera precipua del De Zolt, si sentì la necessità di 
dichiarare esplicitamente l'incompatibilità fra la relazione 
di equivalenza, e quella che vien stabilita fra la somma 
ed un suo addendo, 

Ma per la trattazione logica quella incompatibilità non 
basta; bisogna anche che le due relazioni contraddit- 
torie escludano ogni altra; altrimenti mancherebbe 
l'applicazione del principio del terzo eseluso. La nostra 
immaginazione, che si rifiuta a concepire due segmenti 
che non verifichino nè la relazione di uguaglianza né 
quella di somma e parte, può concepire, senza sforzo, 
l’esistenza di due poligoni, pei quali manchino non solo 
i caratteri dell'equivalenza, ma anche la considerazione 
di somma e parte. 

Un dubbio analogo si potrebbe presentare nello studio 
delle frazioni, qualora fosse definito soltanto il signi 
ficato dell'uguaglianza e della somma, per frazioni di 
stesso denominatore; e mancasse il prineipio di trasfor- 
mazione che permette di sostituire ai due termini, due 
loro equimultipli o equisummultipli. Che cosa si po- 
trebbe affermare di due frazioni con denominatore 
diverso? 


he”, 
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È ben noto che, colla riduzione allo stesso denomi - 
natore, si obbligano le due frazioni a rientrare in una 
delle due categorie considerate, ad avere cioè numeratori 
uguali o disuguali; e così l'alternativa viene decisa. Oc- 
corre dunque imitare questo procedimento coi poligoni, 
cioè trasformarli in modo che essi possano presen 
tarsi individuati da due soli caratteri (base, altezza), per 
cui supponendo costante l'uno, l’altro serva a decidere 
della relazione che li lega. 

Poichè tutti i trattati di geometria insegnano a co- 
struire un rettangolo, su data base, che sia equivalente 
ad un poligono dato, la questione precedente parrebbe 
subito esaurita, potendosi così due poligoni confrontare 
fra loro, previa riduzione a rettangoli di ugual base. 
Ma si tratta di semplice apparenza, poichè il procedi 
mento di riduzione del poligono a rettangolo è inde- 
terminato, e può anche risultare assai complicato; onde, 
mentre ci garantisce che due poligoni riducibili ad un 
medesimo rettangolo sono equivalenti, non ci assicura 
della proprietà inversa; cioè che due poligoni equiva- 
lenti debbano necessariamente condurre ad uno stesso 
rettangolo, e ancor meno che due poligoni, dati nella 
relazione di somma e parte, conducano a rettangoli nella 
stessa relazione. 

L’ intuizione, nella quale aleggia, esplicito od ineo- 
sciente, il principio di De Zolt, si ribella a questi dubbi: 
come mai — essa suggerisce — due poligoni equiva- 
lenti potrebbero generare due rettangoli di egual base 
e diversa altezza; ma, in tal caso, l'uno sarebbe parte 
dell'altro? Però la fredda logica deve accettare anche 
quest’ipotesi, finchè non sia imposta, come atto di fede, 
la contradittorietà fra le due relazioni di equivalenza e 
di somma e parte. 

La critica però, che non sembra tenera per gli atti 
di fede, ha cercato di svincolare la questione dalla pre- 
cedente affermazione, o postulato. Poichè il dubbio, ri- 
soluto appunto da questo postulato, della contradittorietà 
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fra le due relazioni esaminate, nasce dall’indetermina— 
tezza delle trasformazioni, essa ha esaminato attenta- 
mente il processo di queste, ed è riuscita a convincersi 
che il risultato di esse è unico; ossia che il rettangolo, 
risultante dalle metamorfosi formali di un poligono, è 
sempre lo stesso, qualunque siano le sue vicissitudini. 
Inoltre la critica si è eonvinta che la somma di due 
poligoni condurrà necessariamente ad un rettangolo, di 
cui l'altezza sarà somma delle altezze corrispondenti 
rispettivamente a quelli (si può leggere una chiara 
esposizione dei processi dimostrativi nell’articolo già ci- 
tato dell’Amaldi) (1). 

Provata così l’unicità della trasformazione e la sua 
distributività rispetto alla somma, ne risulta di conse- 
guenza non solo l’ineompatibilità, affermata dal principio 
di De Zoli, ma anche l’eselusione di una terza relazione 
fra due poligoni, che non sia nè l'equivalenza, nè la 
relazione di somma e parte. Chi si limita ad ammet- 
tere il principio di De Zolt, può trarre la convinzione 
dell’inesistenza di una terza relazione fra i poligoni, tra- 
sformandoli comunque in rettangoli, e provando, per 
assurdo, basandosi sul prineipio stesso, l’' unicità e la 
distributività della trasformazione. 

Parrebbe quindi naturale che tutti gli insegnanti 
dovessero scegliere la via più breve, cioè postulare il 


(1) Però noi confessiamo che la « luce » ricevuta dalla nostra 
mente, leggendo le dimostrazioni del principio di De ZoLr, è assai 
scarsa, ossia che la convinzione anticipata dall'intuizione non ne 
esce aumentata. Invero quelle dimostrazioni si basano su nozioni 
posteriori alla teoria dell’eguivalenza, cioè sulla teoria della simi- 
litudine, e quindi implicano varie conoscenze estranee all’argo- 
mento, inoltre sono tutte lunghe e complicate. 

(Si vedano, oltre quelle citate dall'’AmaLpr, quella del Pa- 
LatINI (Bollettino di Matematica, anno VI, n. 1-2, e quella del- 
l'HaLsreD (Gdomeétrie rationelle, traduce, frane., p. 98) dove la 
teoria del contenuto superficiale é esposta, secondo le vedute del- 
l’HiL8eRT, senza il soccorso del postulato di ArcniMepE), 


220 CAPITOLO XV 


principio di De Zolt, e dopo aver dimostrato il teorema 
fondamentale sull’equivalenza dei triangoli e dei paralle- 
logrammi, indicare le costruzioni per la trasformazione 
dei poligoni in rettangoli, la quale completa il prin- 
cipio stesso, mostrando come l’incompatibilità da esso 
affermata sia pure esclusiva di ogni diversa ipotesi, che 
non sia l'equivalenza o la relazione di parte e somma. 
Poichè così quest’ ultima relazione assume, di fronte 
all’equivalenza, ì caratteri logici della disuguaglianza ; 
e permette di provare l'equivalenza dei risultati otte- 
nuti per sottrazione di parti equivalenti da poligoni 
equivalenti, fornendo alla trattazione ulteriore il fecondo 
metodo della sottrazione, di cui faceva tanto uso Euclide, 
e che, per evidenza intuitiva, sembra superare lo stesso 
metodo di addizione. 

Contrariamente a ciò, è così forte l'influenza psico- 
logica della formazione critica, da indurre certi inse- 
gnanti a ritenere opportuna didatticamente la dimostra- 
zione del principio di De Zolt, o almeno a ritardarne 
la postulazione finchè è possibile; come se ogni propo- 
sizione, strappata, per così dire, al dominio logico di 
quel principio, costituisse un trionfo della scienza, ap- 
prezzabile dagli alunni. 

Questo pregiudizio, di sottrarre cioè dal campo de- 
duttivo di un postulato il massimo numero di conse- 
guenze, per stabilire indipendentemente da esso con 
metodi laboriosi e difficili, è generale, ed è un frutto 
della formazione critica. Il nostro insegnamento nazio- 
nale della geometria ne è invaso. Il Faifofer, per esempio, 
per ritardare la concessione del postulato della paral- 
lela unica, complica certe dimostrazioni, che con esso sì 
potrebbero esporre più semplicemente. a 

Noi abbiamo sempre osservata l'indifferenza dei gio- 
vani rispetto a queste sottigliezze, quando ci è occorso 
di commettere qualche « peccato critico » nei primi 
anni del nostro insegnamento. Non è la controprova 
logica di ciò che si intuisce, che piace ai giovani, ma 
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‘ la scoperta razionale di verità nascoste e da essi in- 
sospettate. 

Così la dimostrazione dell'ineommensurabilità del lato 
e della diagonale del quadrato, che il genio sottile dei 
Greci ha svelato alle menti attonite di tutti i secoli, 
piace ai nostri alunni; perchè in essa sentono il germe 
di nuove concezioni, e di verità sconosciute ai sensi. 
È la sorpresa che attrae, la novità che diletta; non la 
verificazione logica di ciò che si sa. Per conquistare le 
giovani menti al metodo razionale, si deve mostrare 
ciò che esso ha scoperto, quando la guila dell’intuizione 
mancava 0 appariva incerta, o quando l’esperienza fisica 
era insufficiente a produrre la convinzione; e per ar- 
rivare al più presto a questioni più attraenti, non si 
deve fare economia di postulati. 


CAPITOLO XVI 


Considerazioni sull’introduzione dei primi concetti 
dell’Aritmetica e dell'Algebra. 


1. Le prime proprietà dei numeri naturali. — 2, Le teorie sulle 
frazioni. — 3. Il concetto di numero reale assoluto. — 4. L'in- 
troduzione dei numeri relativi. 


1. — L'insegnamento dell'aritmetica razionale si 
inizia nella IV Classe ginnasiale e nel 1° anno di Isti- 
tuto tecnico, cioè per alunni normalmente di 13 0 14 anni; 
quindi la prima questione didattica, che si affaccia, è 
la segusnte: lo sviluppo della mente, a quell'età, con- 
sente una trattazione rigorosamente deduttiva delle 
prime proprietà dei numeri interi? 

Noi conosciamo molte risposte negative di alunni e 
varie risposte affermative di insegnanti. Per noi nes- 
suna di queste risposte è decisiva; perchè la negazione 
degli alunni può attribuirsi a negligenza, incapacità, od 
anche a difetto d'insegnamento; come l'affermazione 
dei maestri può attribuirsi a presunzione dell’opera 
propria, o all’aver seambiato una illusoria impressione 
mnemonica dei loro allievi, coll'acquisto di una vera 
convinzione logica. Poichè la questione non è di vedere 
se gli alunni possano, sotto una sufficiente pressione 
scolastica, imparare e ritenere le prime dimostrazioni 
dell’aritmetica, ma se possano sentire la necessità logica 
nel corso della deduzione, leggendo attentamente un buon 
testo od ascoltando una chiara esposizione. 

Prima di pronunciarei, non volendo basarei sulla no- 
stra personale esperienza, alla quale si potrebbero sem- 
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pre opporre ragioni di indole pregiudiziale come ab- 
biamo fatto prima contro i sostenitori della tesi affer- 
mativa, faremo un breve esame critico degli elementi 
di aritmetica, quali si insegnano comunemente nelle 
nostre scuole secondarie. 

Nei nostri trattati elementari di aritmetica razionale, 
si introduce il concetto di numero cardinale, partendo 
dalla considerazione dei gruppi concreti, o delle classi 
di gruppi equivalenti (coordinabili), ordinati genetica- 
mente per successiva aggiunta di un elemento, e po- 
nendoli in corrispondenza coi primi termini della serie 
naturale dei numeri interi. 

Così, si ammette data questa serie, concedendo però 
a ciascuno dei suoi termini soltanto un significato or- 
dinale, risultante dal posto che occupa; ‘ognuno di essi, 
considerato isolatamente, esprime il numero cardinale 
del gruppo corrispondente. In questo modo occorre pro- 
vare l’invarianza di questo numero, ossia che esso è 
indipendente dall'ordine, secondo il quale vennero ag- 
giunti successivamente gli elementi del gruppo eorri- 
spondente. Ad esempio, se si stabilisce di formare i 
gruppi, disponendone gli elementi in ordine lineare, si 
dovrà provare che ognuna delle sei permutazioni degli 
elementi 4, 6, c, corrisponderebbe al medesimo numero 
tre Questa prova sottile e difficile, molto opportuna- 
mente, non vien data dagli autori. 

La somma di due numeri cardinali @, 5 vien defi- 
nita come quel termine della serie naturale che segue 
a, di 5 posti; la sua proprietà commutativa è spesso 
postulata, raramente dimostrata. Segue poi la somma 
di più addendi colla dimostrazione delle sueproprietà 
formali e di aleune conseguenze importanti. 

Per questi principî, i quali traducono leggi a tutti 
notissime fin dall'infanzia, gli autori sono costretti ad 
occupare molte pagine, e trascinare il lettore in una 
serie di raziocinî, il cui nesso logico, per l'azione pre- 
ponlerante dell’intuizione che anticipa tutte le eonclu- 
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sioni, è difficilissimo a seguirsi. Inoltre nella maggior 
parte dei testi quelle dimostrazioni, esaminate alla luce 
di una critica sottile, risultano inquinate da infiltra 
zioni intuitive; tranne quelle che introducono risoluta- 
mente il principio di induzione, che è il solo atto a 
stabilirle irrefutabilmente. 

Però questo principio, fondato sulla ripetizione illi-, 
mitata di certi atti del pensiero, non può essere chia- 
ramente percepito da giovinetti di 13 o 14 anni. Essi 
possono (soprattutto nelle prime lezioni, dove occorre- 
rebbe introdurre quel principio) sillogizzare lentamente 
per una breve catena di sillogismi, purchè le loro pre- 
messe siano giudizi semplici, e così acquistare la con- 
vinzione dell’ultima conelusione; ma non possono com- 
piere quel salto ideale che, col principio d’induzione, 
permette di evitare le tappe intermedie. 

Il sacrifizio di quel principio, nel nome della didat- 
tica, è quindi da approvarsi, senonchè con esso sì sa- 
crifica il rigore. Ma ciò non basta per render chiari 
quei raziocinì preliminari. 

Il principio stesso di corrispondenza, che gli autori 
considerano come primitivo, quando se ne servono per 
determinare il numero cardinale di un gruppo, mal- 
grado gli esempi comuni e notissimi di esso, tolti da 
osservazioni empiriche, non viene dai giovinetti affer- 
rato chiaramente nel suo concetto astratto. Giacchè 
questo concetto di corrispondenza, come osserva il Peano, 
sì riduce a quello di funzione, e viceversa. Ora mentre 
sì esita tanto ad introdurre il concetto di funzione nel- 
l'insegnamento liceale, non si comprende come esso 
possa usarsi, sia pure sotto l’aspetto più semplice di 
corrispondenza biunivoea ed ordinata, nell’insegnamento 
ginnasiale. 

Ma, pur passando sopra questi principî, che diffon- 
deranno una penombra logica, per così dire, su tutta 
la trattazione, per capirne le deduzioni, bisogna essere 
ben penetrati nel concetto di numero, il quale, appunto 
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perchè è il più familiare, è il più profondo dei con- 
cetti matematici. Spogliarei di quella specie di senti 
mento personale, col quale ciaseuno di noi sente il nu- 
mero, fingere di ignorarne quelle proprietà che appli- 
chiamo tutti i giorni, per ritrovarle come conseguenza 
necessaria di poche nozioni primitive, non è certo fa- 
cile, ed è compito più filosofico che matematico. 

Se si leggono le mille descrizioni, piuttostochè defi- 
nizioni, che di quel concetto lasciarono i grandi filo- 
sofi ed i matematici da Pitagora in poi, si trova in 
ognuna di esse un carattere, quasi diremmo, sogget- 
tivo. Si dice comunemente che l’aritmetica non è una 
opinione; ma bisogna convenire che il suo fondamento, 
cioè l’idea di numero, è proprio un’opinione, almeno 
in senso filosofico. Chi ha tendenze verso la costruzione 
ordinale, partendo dalla serie naturale concepita «a 
priori », chi verso la costruzione cardinale, abbracciando 
con una sintesi mentale le sue unità in un tutto; chi 
ammette quel concetto indipendente dall’esperienza, chi 
crede questa necessaria, almeno come occasione per 
svegliar» l'intuizione interiore; chi considera il numero 
stesso come grandezza, chi invece lo considera come 
rapporto astratto dalla considerazione delle proprietà 
delle grandezze, Il Couturat, che ne fece un’analisi così 
limpida nella sua prima opera « De l'infini mathéma- 
tique », dichiara nelle sue opere posteriori di aver 
modificato le sue idee sulla teoria del numero (1). 


(1) Les principes des mathématiques, Avant-propos, p. VII. 
Si veda pure il s6, Parte prima, n. II, dell'articolo dell'Enrigues, 
intitolato: « I numeri reali » inserito nelle « questioni riguar + 
danti le matematiche elementari », I Vol. Si può anche consul- 
tare il primo fascicolo del Tomo I, Vol. 1 della Encyelopédie des 
sciences mathématigues a pag. 7 e seg. dove sono esposte alcune 
vedute filosofiche sul concetto di numero; l'articolo di A. Narucct, 
pubblicato nel « Bollettino di matematica », Anno XII, N. 10-11-12, 
contenente alcuni cenni storici sul medesimo concetto; il 8.° fa- 
scicolo degli « Elementi di Filosofia della Matematica » del BosreLLI 


Leoni. — Matematica, 15 
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Ciò prova la complessità e l’indecisione di questa 
idea di numero, che sembra così naturale e spontanea, 
ma che mal si lascia cogliere dall'analisi psicologiea. 
Perciò i matematici della senola del Peano, facendo 
astrazione da ogni questione filosofica, hanno costruito 
una teoria ordinale del numero, di carattere astratto, 
fondata su pochi postulati, dai quali si possono dedurre 
lozicamente tutte le proprietà dell’aritmetica. 

Sotto l'influenza di questa scuola sorsero le tratta- 
zioni elementari recenti; senonchè gli autori, non osando 
presentare la teoria ai giovani lettori nel suo arido 
formalismo, credettero renderla più adatta ad essi, 
frammischiandola di considerazioni intuitive di origine 
sperimentale e psicologica. Ma in generale essi non riu- 
seirono che a guastare la bella costruzione del Peano, 
senza riuscire a risolvere il problema didattico. Ogni 
alunno possiede già un'idea propria del numero e delle 
sue prime proprietà; obbligato a ricalcare l'esposizione 
pseudo-razionale dei soliti trattati, se la caccierà in 
testa per l’uso scolastico, ma dopo poco la butterà via, ) 
e ritornerà a pensare, del numero, ciò che pensava 
prima. 

A favore della teoria ordinale, sotto il rispetto di- 
dattico, si può osservare che il bambino impara a con- 
tare gli oggetti di un gruppo, designandoli successiva- 
mente coi termini della serie naturale, che gli si insegna 
a poco a poco con estensione crescente, Forse, in quel. 
primo stadio della sua conoscenza aritmetica, il numero 
cardinale di una collezione non potrà avere altra ori- 
gine, cioè sarà necessariamente legato all'operazione 
del conteggio. Ma ben presto l’esperienza gli appren- 
derà che il numero esiste indipendentemente da quel- 
l’operazione, ed ogni insieme di unità concrete gli farà 
sorgere il concetto del loro numero, benchè ancora in- 
determinato. Quindi un insegnamento razionale, fatto 
a giovinetti, può sicuramente fondarsi sul possesso di 
quel concetto. 
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Poichè, in questo delicato argomento, occorre fare 
una professione di fede, diremo che il concetto di nu- 
nero cardinale si presenta naturalmente alla nostra 
mente nel senso precedente; cioè anteriormente alla 
determinazione effettiva del suo speciale simbolo rap- 
presentativo, verbale o scritto, che si suole cercare 
coll'’enumerazione delle unità. 

Pensiamo dunque quel concetto nel senso Cantoriano; 
cioè come derivato da un insieme di unità concrete, 
astraendo dalle loro proprietà materiali, e differenze 
qualitative, e dal loro ordine nella percezione, Chia- 
mando poi unità astratta il concetto particolare, corri- 
spondente a ciascuna di quelle conerete, ed analizzando 
il concetto generale di un numero diverso dall’unità, 
vi scopriamo contenuto un altro concetto, cioè quello 
di una certa relazione del primo, rispetto all'insieme 
delle sue unità astratte. A questa relazione diamo il 
nome di somma, perchè il medesimo vocabolo serve 
comunemente a designare la relazione spaziale o tem- 
porale, che lega le unità conerete nella percezione sen- 
sibile. 

Il concetto di somma di unità astratte sorge dunque 

nella nostra mente insieme a quello di numero; si tratta, 
beninteso di una genesi psicologica, di una intuizione, 
non di una derivazione logica. Appunto perchè non 
cerchiamo una riduzione logica, ma analizziamo il con- 
cetto di numero nella sua piena essenza attuale, quale 
lo pensiamo, non indaghiamo se il concetto di somma 
sia necessariamente contenuto nel primo o se vi sia 
introdotto dall'abitudine delle applicazioni. 
‘ Ma un'ulteriore riflessione ei porta ad estendere 
l’idea di somma. Basta immaginare le unità conerete 
raccolte od associate in gruppi parziali, per generare 
nella mente nuovi concetti numerici corrispondenti a 
questi gruppi, ed intuire che il primitivo concetto del- 
l'insieme totale dovrà trovarsi, rispetto ai nuovi eon- 
cetti, nella stessa relazione di somma che lo legava alle 
sue unità astratte. 


sbieco 


228 CAPITOLO XVI 


Così le proprietà commutativa ed associativa della 
somma ci appariseono come inseparabili dal concetto 
di qualunque numero, diverso dall'unità, e corrispon- 
dente ad un insieme abbastanza complesso, da poter 
essere concepito scomposto (o materialmente diviso) in 
insiemi parziali. 

Per questo esame introspettivo, erediamo che ad 
ogni coscienza appena esercitata alla riflessione piu 
ovvia (e riteniamo tale quella degli alunni di 13 0 14 
anni), le proprietà fondamentali della somma si presen- 
tino intuitive, e che un insegnamento, non informato 
ad un’eccessiva riduzione logica, possa partire da esse. 
Basterà che quell'insegnamento provochi in quella co- 
scienza un semplice atto riflessivo, perchè essa ritrovi 
in se stessa quei concetti; il compito della scuola con- 
sisterà solo nell’insegnare la loro denominazione tecnica, 
e la loro traduzione simbolica. 

Le trattazioni ordinali, che abbiamo esaminato prima, 
spogliano volutamente il concetto di numero delle sue 
proprietà cardinali, che esse si propongono di rintrac- 
ciare per via deduttiva. Noi preferiamo presentare agli 
alunni, che riteniamo incapaci di quella dissecazione 
logica, il concetto di numero quale è attualmente nella 
loro mente, con tutte le sue note, senza ridurre le une 
alle altre. Basta notare l'imbarazzo in cui si trovano 
gli alunni per definire la somma, quando non hanno 
pronta una di quelle solite pseudo-definizioni dei libri 
elementari, per rilevare la difficoltà di ridurre un'idea 
così familiare ad altre. Il Poincaré dichiara che non 
esiste una buona definizione di somma, e che la mi- 
glior cosa da farsi nella scuola è di partire da un 
esempio conereto, e dire che l'operazione adoperata si 
chiama somma (1). Si potrà far riflettere che questa 
operazione serve a risolvere il più importante dei pro- 


(1) Cfr. Science et methode, p. 14l, 
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blemi pratici: conoscendo i numeri che rappresentano gli 
insiemi parziali, in cui si suppone diviso un insieme to- 
tale, trovare il numero che rappresenta quest’ultimo. 
La necessità pratica dell’univocità della soluzione ri- 
chiede che l'operazione risolvente goda le proprietà 
commutativa ed associativa. 

Considerando poi il numero come un eoncetto, non 
si potrà parlare di uguaglianza fra numeri, a meno di 
chiamare uguaglianza l'identità; gli insiemi equivalenti, 
o coordinabili, hanno lo stesso numero cardinale. 

Considerando come primitivo il concetto di somma 
colle sue proprietà, si potrà basare su esso l'inizio del 
procedimento deduttivo. 

Ma il cammino da percorrere è ancora lungo ed 
arduo per i piccoli matematici. Poichè nessun supporto 
sensibile sorregge i loro raziocini; la geometria offre 
ai loro sensi una conferma approssimata delle verità 
teoriche, che manca in aritmetica. Finchè questo stu- 
dio si limita alle proprietà fondamentali delle opera- 
zioni, ossia a quelle proprietà che si traducono con 
identità letterali, l’alunno, che non riesce a intenderne 
il coneatenamento logico, potrà interpretarle come tra- 
sformazioni grafiche eseguite sulle loro espressioni in 


simboli. Egli procederà presso a poco come un giuo- ‘ 


catore di scacchi, che operi secondo le regole consen- 
tite dal suo giuoco, Così, ad esemgio, potrà passare da: 
a+b=call'altra scrittura: a=c —d senza sforzo 
di mente, poichè sa che la prima configurazione grafica 
ammette questa trasformazione. 

Ma l’aritmetica non si limita allo studio delle pro- 
prietà generali della classe dei numeri interi; essa ad 
un certo punto prende a considerare le proprietà di 
certe successioni, estratte dall'insieme dei numeri, e 
dotate di qualche speciale relazione rispetto ad un par- 
ticolare numero, che può chiamarsi modulo. Rispetto ad 
un modulo dato, hanno particolare interesse le succes. 
sioni dei suoi multipli e dei suoi divisori; dalle quali 
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poi, mercè l'introduzione di un secondo modulo, si 
estraggono le sottoclassi dei multipli € divisori comuni. 

In questi argomenti uno studio meccanico, come quello 
considerato prima, non risulta più possibile; gli enun- 
ciati non si possono più tradurre in identità; e l'inter. 
pretazione logica risulta indispensabile. Il lavoro Tao 
tale aumenta: si analizzi, ad esempio, Una delle solite 
dimostrazioni che si danno per provare che ilm.c. m. 
di due numeri è uguale al quoto della divisione del loro 
prodotto per il loro M. C. D.; e si dica Sè la mente di 
un giovinetto, iniziata da pochi mesi al processo de- 
duttivo, può sentirne, con convinzione sincera, il valore 
razionale. La classe dei numeri primi, colle di proprietà 
misteriose, che tanto fascino esercitano Sugli spiriti ve- 
ramente matematici, viene poi ad introdurre un con 
cetto negativo, che rende i ragionamenti indiretti e più 
difficili. | i 

A questo punto sì rivela l'incertezza pedagogico dei 
nostri programmi. Il medesimo argomento dei numeri 
primi, che i programmi degli istituti teemei assegnano 
al primo corso, nelle scuole classiche è differito all’ul- 
timo corso liceale; perciò la medesima teoria dovrebbe 
essere egualmente adatta alle menti di alunni, fra i 
quali intercede una differenza di quattro anni di età, 
e soprattutto una enorme differenza di preparazione cul 
turale e di maturità psichica, ; 

Da quanto abbiamo detto risulta la nostra convin- 
zione, che l'insegnamento dell’ aritmetica veramente 
razionale non possa riuscir profieuo nella IV ginnasiale 
o nel primo corso d'istituto tecnico, ma che debba venir 
sostituito da uno studio pratico delle proprietà formali 
delle operazioni e delle trasformazioni delle identità, 
ossia da esercitazioni ordinate sul calcolo letterale. Noi 
non crediamo all'efficacia educativa di uno studio che, 
nella maggior parte dei casi, serve solo a riempire 
provvisoriamente la memoria, senza riuscire a scuotere 
le forze vive della ragione, ancor immatura. 
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sare dalla relazione: ab = e all'altra: a= 7! ei vien 


fatto di chiedere se tutto quel tempo, speso nelle lun- 
ghe dimostrazioni sulle proprietà dei numeri, non sa- 
rebbe stato più utilmente impiegato, destinandolo alla 
formazione tecnica del maneggio letterale, che costi- 
tuisce il solo acquisto effettivo possibile, nel dominio 
astratto dei simboli, per le menti dei nostri giovi- 
netti. 

2. — Mentre le proprietà dei numeri naturali ebbero 
origine sperimentale in quelle dei gruppi materiali, 
quelle dei numeri frazionari dovettero trovarla nella 
divisibilità dei corpi. Spezzando un corpo in parti ali- 
quote, che, per molti oggetti materiali poco tenaci, 
sono facilmente realizzabili, ognuna di esse acquista 
una relazione rispetto al tutto (oltre quella di appar- 
tenenza ad esso, che è propria di qualunque parte 
anche non aliquota), la quale può rappresentarsi col 
numero stesso delle parti, detto perciò denominatore 
di ciascuna di esse. 

Ma l’esperienza dovette presto mostrare che ogni 
parte, così generata, poteva considerarsi, a sua volta, 
come sintesi di altre, aventi ognuna, rispetto al tutto 
primitivo, una relazione diversa, cioé un diverso deno- 
minatore, evidentemente multiplo del precedente; onde 
un altro modo di rappresentare quella parte mediante 
il numero delle nuove parti, accoppiato col loro deno- 
minatore. Così la relazione della primitiva parte al 
tutto, veniva ad assumere tante nuove diverse rap- 
presentazioni, quanti erano i modi di dividerla; e la 
necessità di far coincidere le diverse rappresentazioni 
di una medesima relazione dovette condurre a stabi- 
lire il criterio della equivalenza dei numeri frazionari, 
di cui la legge aritmetica appariva manifesta; mentre 
l’idealizzazione del corpo conduceva all’idea di grandezza 
astratta, indefinitamente divisibile. 
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Questa genesi dell’idea di frazione, naturalmente con- 
nessa a quella di grandezza, si riproduceva coì libri 
di scuola nella mente degli alunni per iniziarli allo 
studio razionale dei numeri frazionari; finchè l'opera 
critica, analizzando quel processo, vi scopriva la gran- 
dezza come elemento intruso, e la sua indefinita divi- 
sibilità, tacitamente ammessa, come sottrazione indebita 
al santuario della logica, 

Le tradizionali teorie sulle frazioni, derivate dalla 
considerazione delle grandezze divisibili, vengono oggi 
chiamate sintetiche; e per contro si dicono analitiche 
quelle trattazioni, come quelle dello Stoltz, del Peano, 
del Russel, del Padoa, che sono ispirate al fine di 
escludere qualunque concetto, che non sia di logica pura 
o di aritmetica. 

Parrebbe che di queste ultime, le quali hanno sola- 
mente un pregio filosofico sulle prime, la didattica ron 
dovesse occuparsi, se la loro influenza fosse rimasta 
confinata, come dovrebbe, nel campo scientifico; ma si 
deve constatare che essa si è estesa pure al campo 
scolastico. 

Intanto il fatto che una di esse (quella del Padoa) 
ebbe l’onore di essere premiata come argomento di una 
lezione di matematica elementare, nel concorso rela- 
tivo, giudicato al congresso di Padova del 1909, non 
può non avere una ripercussione sulla scuola; per 
quanto la Commissione stessa giudicatrice facesse qual- 
che riserva sull’efficacia didattica del metodo esposta. 
Quando uomini illustri, che tutta Italia venera, dichia- 
rano, sia pure con riserva, che simili trattazioni sono 
adatte per l’insegnamento della quarta Ginnasiale, o 
del primo corso di Istituto tecnico, non è forse natu- 
rale che gli autori e gli insegnanti ne tentino l’intro- 
duzione nella scuola, non fosse altro ehe per dar prova 
della loro cultura e del loro ossequio a maestri cele— 
brati? 

Qualcuno potrà osservare che la celebrità, acquistata 
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nel campo della scienza per studîì elevati ed importanti 
contributi, non implica la conoseenza delle condizioni 
dei cervelli dei ragazzi di 13 anni; ma non sarà diffi- 
cile trovare giovani insegnanti di Ginnasio o di Isti- 
tuto tecnico i quali vengano a testimoniare, dietro la 
prova fatta da essi nella scuola, che le trattazioni ana- 
litiche sono perfettamente intese dai loro alunni, e non 
sono più difficili di quelle tradizionali. 

Di queste affermazioni, che diremo ottimistiche, ci 
siamo già occupati; il discuterle ci condurrebbe a fare 
della psicologia sui docenti,, mentre noi vogliamo farne 
solo sui discenti. D'altronde — ammessa la possibilità di 
un confronto obbiettivo fra i risultati di due diversi 
sistemi espositivi — può avvenire benissimo: che un 
buon docente ottenga con un'esposizione complicata ri- 
sultati migliori di quelli di un cattivo insegnante, che 
segue malamente un’esposizione più facile. Le doti per- 
sonali, l'intuito pedagogico, l’uso di opportune risorse 
didattiche, in una parola, il valore artistico dell'inse- 
gnante, hanno un effetto talmente preponderante nei 
risultati scolastici, che possono annullare od inver- 
tire l’effetto bruto, proveniente dalla scelta della trat- 
tazione. 

Crediamo però che quelle affermazioni ottimistiche 
siano rare: ad ogni modo ne conosciamo moltissime 
contrarie, e fra queste quella di un chiaro matematico 
francese, la cui competenza in questioni metodologiche 
è ben nota, cioè del Laisant, al quale lasciamo la pa- 
rola sull’argomento: 

« Quel que soit le talent des propagateurs de sem- 
< blables théories, il est nécessaire de réagir, énergique- 
« ment contre l’etat d’esprit qu’elles nous révèlent. En 
< continuant dans une pareille voie, on marcherait dans 
« un sens radicalement contraire à celui du progrès. 
< Cette préoccupation du symbole à outrance, qui se 
« retrouve dans certaines manifestations littéraires ou 
« philosophiques, et non pas seulement dans le domaine 
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« mathématique, répond en réalité à une sorte de sen- 
« timent de mépris pour les vérités que nous apporte 
< la connaissance raisonnée du monde extérieur. Par 
«une aberration, pour ainsi dire incompréhensible, on 
« en arrive a se figurer la Science mathématique comme 
«d'autant plus parfaite qu’elle emprunte moins à la 
<« connaissance extérieure des faits, On oublie que l'ab- 
<« straction elle mème suppose la notion préalable des 
« choses, on obscurcit les propositions simples, on rend 
< difficile ce qui est aisé, on jette le scepticisme dans 
« les esprits en aceumulant ainsi comme à plaisir les 
< obstacles artificiels, on contredit enfin la nature elle 
< mème » (1). 

Questo brano vivace del Laisant mira a colpire 
molto più in la che le teorie analitiche delle frazioni, 
da cui prende argomento; esso condanna tutte quelle 
moderne tendenze insegnative, ispirate o influenzate 
dal criticismo matematico, di cui abbiamo parlato; e 
per questa ragione lo abbiamo riportato. 

Lasciamo dunque che gli alunni delle nostre scuole 
continuino a vedere, come fu sempre pel passato, nella 
coppia di interi sovrapposti l'uno all’altro, una rappre- 
sentazione simbolica di un ente concreto, di una gran- 
dezza, cioè, riferita ad una certa unità; di cui sarà fa- 
cile offrir loro modelli approssimati, sotto forma di 
segmenti, 0 superfici, o solidi, Ed appaghiamoci se, con 
questo intervento empirico, potremo render chiaro alle 
loro menti il principio dell’equivalenza delle frazioni; 
la regola» della somma e quella della sottrazione. 

Per il resto si potrà usare la deduzione; salvo in- 
voeare il principio di conservazione delle proprietà for- 
mali delle operazioni sugli interi, per giustificare l'at- 
tribuzione delle loro denominazioni ai nuovi processi 
eseguiti su frazioni. E soprattutto si dovrà curare la 


(1) La mathématique, p. 30. 
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formazione del maneggio letterale con esse, che riesce 
tanto difficile per gli alunni, malgrado il suo carattere 
meccanico; ma che costituisce la chiave del simbolismo 
matematico e la conoscenza veramente utile che scatu- 
risce dall’insegnamento, così detto razionale, dell’arit- 
metica. 

3. — Dall'argomento dei numeri razionali a quello 
degli irrazionali il passo può sembrar breve, seguendo 
la naturale generalizzazione dell'idea di numero, ed anche 
esaminando i programmi degli istituti tecnici, che as- 
segnano la trattazione del secondo argomento al secondo 
Corso, cioè a gibvinetti di 14 o 15 anni. Non sappiamo 
però se il passaggio apparirà così semplice a chi conosce 
la natura oscura, e sempre diseussa, del concetto di 
rapporto fra grandezze incommensurabili, al quale per 
tanti secoli fu negato il carattere di numero. 

Veramente per veder buio nell'argomento, bisogna 
averci molto guardato; il che sembra paradossale, ma 
è proprio di tutte le questioni profondamente filoso- 
fiche. Certo gli alunni non vi trovano nulla di miste- 
rioso, per loro è naturalissimo che {/9. 73 = |/1 6; 


se non fosse per quella tempesta di disuguaglianze, classi 
contigue, successioni convergenti, e quel diluvio di in- 
dici, accenti, e, 7, o e di enunciati eterni, che pesano 
per qualche ora nelle loro cavità terebrali, essi ci con- 
fesserebbero che i numeri irrazionali non sono poi il 
diavolo, come sì dice. 

Anche in questo scabroso argomento, i nostri testi 
sono notevolmente progrediti, in senso scientifico. 
Non appena si diffuse la trattazione del Dedekind, che 
considera i numeri reali come partizioni del campo ra- 
zionale in classi contigue, gli autori si affrettarono ad 
introdurla nei loro libri; e quando il Russel svolse la 
concezione del Pasch, che identifica il numero reale colla 
sola classe inferiore (segmento di razionali), non man- 
carono altri che si affrettarono a farne base della loro 
trattazione. 
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E appena spunterà qualche altra nuova eoncezione, 
ce la troveremo subito sulla cattedra. Non si possono 
accusare davvero gli scrittori di libri destinati ai no- 
stri ragazzetti, di non mantenersi al corrente del pro- 
gresso, Il celebre motto del Frattini: « Volgere i pro- 
gressi della Scienza a beneficio (?) della Scuola », è ap- 
plicato alla lettera. Resterebbe a dimostrarsi che i 
nostri alunni sono degni di questo onore, ossia che 
essi approfittano dell’arsomento in ragione dei perfe- 
zionamenti della sua esposizione. 

Di ciò noi dubitiamo moltissimo. Anche qui dovremmo 
ripetere la solita considerazione: cioè che i raffinamenti 
espositivi corrispondono ad un progresso critico, ad 
un’analisi più approfondita dell'argomento, la quale 
avviene negli autori, ma che non ha nessun motivo 
di esistere negli apprendenti; i quali si rinnovano bensì 
d’anno in anno, ma conservano costante la loro capa- 
cità di apprensione (1). 

Che nelle lezioni di fisica si accenni ai raggi Roònt- 
gen e al telegrafo Marconi, abbandonando qualche 
vecchia esperienza sulla bottiglia di Leyda o sulla mae- 
china di Ramsden, si comprende benissimo, e ciò non 
implica alcun aggravio intellettuale. Ma le cose sono 
ben diverse per i progressi della matematica. 

Lo studio della teoria dei numeri reali, limitato ai 
concetti generali, e alle operazioni sulle classi, 0 sulle 
successioni, potrebbe trovar una potenzialità mentale 
adeguata, appena nell'ultimo anno delle nostre scuole 


(1) Se non temessimo di passare per pessimisti, potremmo anzi 
osservare che la capacità di apprensione dei nostri alunni è piut- 
tosto diminuita in quest'ultimo ventennio. Di ciò ci appelliamo ai 
vecchi insegnanti, che possono stabilire dei confronti. ll fatto è 
spiegato dalle modificazioni introdotte nei nostri ordinamenti sco- 
lastici, tutte rivolte a facilitazioni, riduzioni e concessioni; dal- 
l'importanza crescente attribuita all'educazione fisica, con passeg- 
giate obbligatorie, convegni, gare e simili occasioni di distrazione; 
e, in generale, dalle mutate tendenze sociali. 
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medie, cioè nell’anticamera dell'Università. La sua as- 
segnazione logica, ossia la sua precedenza ai radicali 
e ai logaritmi, è didatticamente assurda; come sarebbe 
la precedenza della teoria della numerazione al calcolo 
aritmetico elementare. 

Fortunatamente pare che l’ inopportunità didattica 
delle diffuse trattazioni (benchè sempre incomplete) dei 
nostri libri d'algebra sui numeri reali sia stata com- 
presa; poiché nei recenti programmi dei licei classici 
si prescrivono solo dei cenni, e così si raccomanda 
pure nelle istruzioni ai programmi pei licei moderni. 

Perciò molte decine di pagine rimarranno da ta- 
gliarsi, e ciò sarà poco male; ma anche sollevando 
quei cenni prescritti da gran parte del peso analitico 
e algoritmico, rimane sempre la difficoltà di introdurre 
nelle menti il concetto di numero irrazionale, 

Che cosa è un numero irrazionale? 

Apriamo un testo e troveremo: è un ente che rap- 
presenta la partizione o taglio del campo razionale in 
classi contigue, quando esse non ammettono nè massimo 
nè minimo ;» oppure è il limite comune di due succes- 
sioni convergenti, quando questo manca fra i razionali; 
od altre locuzioni equivalenti. 

Queste frasi sono semplici, armoniche, e la memoria 
dei giovani se ne impossessa facilmente: domandando 
loro se hanno capito, risponderanno normalmente di 
sì, Che cosa hanno capito? Che in certi casi, di fronte 
a certe impossibilità formali, sia necessario introdurre 
nuovi enti, allargare il campo dei numeri, ece., tutte 
cose ben note; citeranno le analogie coll'introduzione 
dei numeri fratti, e dei numeri relativi (sulla quale, 
beninteso, la maggior parte dei ragazzi non ha mai 
meditato, come non pensa ora sugli irrazionali, salvo a 
dichiarare più tardi di avervi pensato, quando si trat- 
tera di introdurre i numeri immaginari). 

Eppure vi sono degli spiriti — molto maturi in ge- 
nerale — che in quelle frasi capiscono assai poco, Forse 
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sarà per effetto della maturità, giacchè anch'essi, a 
scuola, dissero di aver capito. 

Il nuovo ente, che si innesta nell’insieme denso, ma 
non ancor continuo, dei simboli eonosciuti (v almeno 
ritenuti tali), per sostituirli nei casi delle loro deficienze, 
per compiere gli uffici che essi non sanno compiere, 
dlistinto da essi per l'origine, eppur destinato a far 
vita comune con essi, ha sorpreso molte menti (1). 

È vero che ci affrettiamo a far rilevare che anche 
i vecchi simboli razionali possono compiere l’ufficio dei 
nuovi, cioè separare classi o successioni; ma la loro 
origine è anteriore a questo ufficio, poichè essi stessi 
servirono a costruire le classi o successioni. D'altronde 
il loro ufficio di separazione o di limite non è obbliga: 
torio, essi possono esistere senza di esso, mentre i 
nuovi simboli nascono per quel fine. Per usare il lin- 
guaggio giuridico, si può dire che i muovi enti sono 
limiti di « diritto », mentre i veechi lo sono di 
« fatto ». 

Ma la creazione pura e semplice non basta; i vecchi 
simboli godevano di varie proprietà, potevano combi- 
narsi fra loro, generarsi a vicenda, ece., occorre quindi 


(1) Il Faesre il Covrurar rilevarono già quanto sia paradossale 
per lo spirito presentare un ente nuovo, sconosciuto, come limite 
di successioni che non lo hanno (V. Prineipes des Mathémati- 
ques, p. 88). — Si può pure leggere nel primo fascicolo degli E/e- 
menti di Filosofia della matematica del BusreLLI, n. 85 riferito 
un giudizio dell'Ascori sfavorevole alla definizione di irrazionale, 
mediante le classi contigue, e le altre osservazioni dell'Autore 
stesso contrarie all'indirizzo formale, — Si legga pure la critica di 
queste definizioni creatrici fatta dal Prano nel Bollettino di Ma- 
thesis del giugno 1910 a pag. 36 e nella nota intitolata « Sulla 
definizione di limite » inserita negli Atti della R. Accademia 
delle Scienze di Torino, aprile 1918. — Citiamo pure, come 
esempio di trattazione sintetica, i due articoli del Bryponi, com- 
parsi sulla trattazione dei numeri reali nel Bo/Zettino di matema- 
tica, anno IV, p. 24 © 165. 
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provvedere a dotare anche i nuovi delle stesse pro- 
prietà. 

E allora si decreta .che il nuovo ente, elemento di 
separazione di due classi contigue, debba considerarsi 
maggiore di tutti gli elementi della classe minore, e 
minore di quelli dell’altra. Che cosa significa dire che 
un irrazionale è maggiore di un razionale? Fra due 
razionali assoluti la relazione di disuguaglianza ha un 
significato ben chiaro, essa equivale alla relazione che 
esiste fra una somma ed un suo addendo (non nullo). 
Ma questa relazione non può sussistere fra un irra- 
zionale (appena nato) e un razionale, giacchè la somma 
dei razionali non può generare degli irrazionali. Dunque 
la relazione affermata, fra un irrazionale e ciascuno 
degli elementi delle sue classi, ha un significato che 
non è identico a quello che aveva prima la disugua- 
glianza fra razionali. 

Gli analisti troncano tutte queste questioni mediante 
convenzioni, colle quali però vecchie locuzioni (come 
numero, relazioni di uguaglianza, disuguaglianza, ecc.) 
acquistano un nuovo significato, che può estendersi 
agli enti primitivi. Il simbolismo è libero nelle sue 
creazioni, la contraddizione sola può arrestarlo. Ma è 
questo il modo più naturale di iniziare le giovani in- 
telligenze al concetto della generalizzazione dell’idea di 
numero? Ed anche storicamente parlando, fu questa la 
via seguita dal pensiero umano per arrivare all’intro- 
duzione dei nuovi enti? 

Il continuo lineare è imposto da osservazioni empi- 
riche; abbiamo già notato come, per consenso di illustri 
scienziati, esso possa spiegarsi mediante associazioni ed 
astrazioni da esperienze sensibili, forse dirette e domi- 
nate da un principio « a priori ». Ma può dirsi altret- 
tanto del continuo numerico? « Sentiamo » noi colla 
stessa necessità l’esistenza di un numero il cui qua- 
drato sia 2, come sentiamo quella di esprimere, pre- 
cisare, la lunghezza dell’ipotenusa di un triangolo ret- 
tangolo isoscele, i cui cateti siano l’unità di lunghezza? 


a 
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Non vi ha quindi dubbio, che l’esistenza dei numerì 
irrazionali non debba essere giustificata, davanti agli 
alunni, che partendo da considerazioni sulla misura 
delle grandezze. 

Senonchè, seguendo le solite trattazioni, prima si 
considerano a parte i rapporti delle grandezze commen- 
surabili, i quali esauriscono tutto il materiale simbolico 
(razionali); e quindi i rapporti delle grandezze incom- 
mensurabili vengono ad acquistare un apparente carat- 
tere di eccezione, dovuto alla complicazione della loro 
rappresentazione simbolica. 

Ora, come è ben noto, questo carattere di eccezione, 
riflettendosi sulla grandezza ineommensurabile coll’unità, 
ne altera, almeno apparentemente, la natura concreta, 
facendola apparire essa stessa diversa dalle altre com- 
mensurabili; mentre nessuna diversità conereta esiste 
fra la prima e queste, l’incommensurabilità essendo 
dovuta ad una causa accidentale, cioè alla particolare 
unità prescelta. In altri termini, il continuo lineare 
presenterebbe nei suoi punti ad ascissa irrazionale una 
eterogeneità rispetto agli altri, dovuta alla eterogeneità 
formale dei rispettivi simboli numerici, (almeno nella 
loro generazione, poichè dopo si può ristabilire l’omo- 
geneità formale fra i razionali è gli irrazionali, con- 
ducendo anche i primi sotto la forma dei secondi). 

È possibile liberare il continuo da questa eteroge- 
neità, che ripugna all’intuizione? E possibile cioè con- 
siderare subito tutti i rapporti commensurabili ed in- 
commensurabili in una sola ed unica classe? La que- 
stione si può risolvere in due modi: 0 astraendo il 
concetto di rapporto numerico dalle proporzioni, come 
faceva Euclide; o considerando i rapporti numerici come 
traduzione di un concetto filosofico anteriore, come in- 
tendeva Newton (1). La prima soluzione è più conforme 


(1) Per numerum abstractam quantitatis cujusvis ad aliam 
ejusdem generis quantitatem, quae pro unitate habetur, ratio» 
nem intelligimus (Arithmetica Universalis). 
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allo spirito matematico, la seconda è più conforme allo 
spirito filosofico. 

La prima però implica la conoscenza della difficile 
teoria delle proporzioni fra grandezze, e inoltre dubi- 
tiamo che le definizioni per astrazione possano presen- 
tarsi chiare alle menti degli alunni; perciò crediamo 
didatticamente preferibile la seconda (almeno nei licei 
dove predomina il carattere sintetico e filosofico nella 
formazione intellettuale). 

La coppia di grandezze omogenee risveglia per se 
Stessa nella mente, indipendentemente ed anteriormente 
ad ogni misura di esse, sia per effetto di contrasto di 
sensazioni (se si astraggono dall’osservazione empirica), 
sia per diversità d'immagini (se sono date solo nella 
Visione intellettiva), un concetto che si può chiamare 
il loro rapporto intuitivo o psicologico. Il bisogno di 
precisare questo rapporto intuitivo conduce alla intro- 
duzione dei simboli numerici. Prima di indicare il me- 
todo col quale, usando solo dei numeri interi, verrà 
effettuata la traduzione simbolica dei rapporti psicolo— 
gici, ancora imprecisati (Come è ancora imprecisata lu 
pluralità di un gruppo, prima di averne contato gli 
elementi), si potrà chiamare rapporto matematico 0 
numero reale ciascuno dei simboli corrispondenti ai 
primi. Il metodo della misura diretta conduce a dare 
una forma semplice ai simboli corrispondenti a gran- 
_dezze commensurabili, ed incontra una impossibilità per 
quelli corrispondenti a grandezze incommensurabili. 

Prima di studiare quale forma analitica si possa daro 
a questi ultimi simboli, si potranno chiamare razionali 
i primi, ed irrazionali i secondi; ma la distinzione è 
relativa alla forma soltanto; non alla sostanza, all'essenza 
che è la stessa per tutti, data la comune origine con- 
creta. Una lettera, un segno convenzionale qualunque, può 
provvisoriamente rappresentare un simbolo irrazionale 

Per far rientrare anche i numeri naturali, che in- 
tervengono nella composizione dei simboli razionali, 


Leoni. — Matematica, 16 
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nella classe dei numeri reali, basterà osservare che 
essi si possono ricostruire « ex novo » interpretandoli 
come espressioni dei rapporti fra i multipli della gran- 
dezza unitaria e questa stessa, qualora si identifichi il 


3 n 
simbolo » con "7A 


Ogni numero reale deve rispecchiare anzitutto le pro- 
prietà relative della grandezza, che gli ha dato origine, 
indipendentemente dalla sua particolare forma simbo- 
lica; ad esempio, a grandezze uguali dovrà corrispon- 
dere lo stesso numero ; e sì chiamerà somma di altri 
due quel numero corrispondente alla somma delle gran- 
dezze corrispondenti a questi ultimi, e si definirà il 
primo come maggiore di ciaseuno degli altri due. 

Ogni grandezza commensurabile o no (coll'unità) de- 
termina, nell'insieme continuo degli stati di tutte le 
altre omogense con essa, una separazione in due classi 
contigue, la quale si riflette nel campo dei simboli reali, 
generandovi una spartizione 0 taglio in classi contigue 
(non solo dense, ma anche continue), che comprende- 
ranno tutti i numeri reali, eccetto quello corrispondente 
alla grandezza considerata. Questo numero — razionale 
o no — sarà maggiore di tutti gli elementi di una 
classe, e minore di quelli dell’altra, perchè le medesime 
relazioni sussistono fra le grandezze corrispondenti. 

Nel caso particolare in cui esso sia irrazionale, si , 
potrà estrarre rispettivamente, dalle 2 classi che lo li- 
mitano, due sottoclassi (dense)-costituite dai soli simboli 
razionali, dei quali si conosce una forma analitica sem- 
plice; e assumere la coppia delle due sottoclassi come 
rappresentazione analitita di quel numero irrazionale. 
Volendo poi ottenere l'omogeneità formale, si potrà 
fare altrettanto per i razionali. 

Nel primo caso, pei bisogni pratici che richiedono 
simboli razionali approssimati, si estraggono dalle due 
sottoclassi, mediante processi algoritmici, due sueces- 
sioni convergenti. 
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Per chiarire queste considerazioni agli alunni, si 
potrà presentare ad essi un esempio più semplice, in 
cui si trovi una difficoltà analoga non necessaria, ma 
arbitrariamente creata; come, per dare un’idea dello 
spazio a quattro dimensioni, si usa indagare la diffi- 
coltà in cui si troverebbe un ente pensante, vivente 
in uno spazio a due dimensioni, per figurarsi il nostro 
spazio sensibile (1). 

Così, se si limitasse il concetto di commensurabilità 
di due grandezze omogenee all'esistenza di una comune 
summultipla decimale, cioè risultante di unità e di ali- 
quote decimali di essa (eseludendo la considerazione 
delle altre summultiple razionali), la terza parte del- 
l’unità japparirebbe incommensurabile con questa, e il 
suo rapporto all’unità, data questa finzione, non sarebbe 
esprimibile col metodo della misura. Nell'insieme denso 
delle grandezze razionali (ossia commensurabili col- 
l'unità nel significato solito) quella grandezza determina 
una spartizione in classi contigue, alla quale corrisponde 
un taglio nel campo razionale in classi contigue. 

Estraendo da queste ultime le sottoclassi costituite 
dai soli decimali, si potrà, mediante la loro coppia, dare 
una rappresentazione simbolica di quel rapporto ine- 
sprimibile in decimali finiti. Il noto processo della ri- 


1 
duzione in decimali della frazione ordinaria 3 permette 


e di estrarre dalle sottoelassi due successioni convergenti, 
che si usano nella pratica. 

Considerazioni di questo genere, opportunamente am- 
plificate ed esemplificate con segmenti, non riescono 
molto difficili ai giovani, poichè hanno un fondamento 
intuitivo e non richiedono quella sicurezza del calcolo 
letterale, che è necessaria per gli svolgimenti analitici. 


(1) V. Rouse Baci, Aéerdutions et problemes mathématiques, 
trad. frane., p. 292, 
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Certo esse possono bastare solo per quei cenni, di 
cui parlano i programmi; le operazioni complicate, come 
la moltiplicazione, la divisione, la potenza, la radice, 
richiedono la trattazione analitica; ma esse devono es- 
sere lasciate agli studì superiori. 

Basterà affermare nella scuola, che esse non gene- 
rano impossibilità nel campo reale, cioè che esiste sem- 
pre una coppia di elassi contigue di razionali atta a rap- 
presentarne i risultati. Il postulato di Dedekind, appli- 
cato alle grandezze, ei assicurerà poi che il simbolismo 
non può trascendere dai dati dell'intuizione; ossia che 
ad ogni coppia di classi corrisponde una grandezza 
unica; in altre parole, che ogni numero reale, anche se 
generato da complicazioni arbitrarie delle precedenti 
operazioni, rappresenta un rapporto concreto. 

I cenni sintetici, ai quali abbiamo accennato, baste- 
ranno per convincere le giovani menti della identità 
essenziale delle varie specie di simboli numerici; dopo 
ciò, esse non avranno difficoltà a concedere che le pro- 
prietà verificate in un campo limitato, ossia per una 
specie familiare di simboli, valgano pure per la classe 
più estesa. 

La matematica deve presentare agli spiriti, nuovi, 
ad essa, i suoi lati più seducenti, cioè le applicazioni 
interessanti; poichè gli sviluppi analitici e formali, 
quando mirano solo ad un fine astratto e filosofico, 
come le teorie sui numeri reali, non attraggono che 
le menti veramente matematiche, le quali trovano nei 
simboli la sola condizione di rigore. 

Ma non tutti hanno le stesse inclinazioni; e questo 
dovrebbero pensarlo molti docenti di scuole secondarie, 
che non sanno acquistar fiducia fuori del formalismo, 
e eredono di proiettare, coll’insegnamento minuzioso @ 
eritico, le loro tendenze nei loro allievi. 

E dovrebbero ricordare anche, che certe concezioni 
sintetiche e talvolta poco precise, riuscirono, nel passato, 
feconde per la bella scienza, che amano, e la guidarono 
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alle sue più geniali creazioni; quando il suo minor svi. 
Inppo analitico permetteva ancora agli spiriti filosofici 
di abbracciarne il contenuto, senza particolare specia- 
lizzazione culturale, e di portarle il loro contributo po- 
tente ed originale. 

4. — L'introduzione del concetto di numero relativo 
costituisce pure un punto assai delicato, sul quale l'at- 
tenzione dei trattatisti si è particolarmente rivolta in 
questi ultimi anni. 

Senza entrare in un'analisi dei vari metodi (1), li- 
mitandoci alla considerazione dei testi più comuni, si 
può dire che i principali metodi si riducono a tre, che 
esamineremo successivamente: quello della corrispon- 
denza con enti non aritmetici, quello degli operatori, e 
quello delle coppie. 

Col primo metodo, la classe dei numeri relativi in- 
teri è posta in corrispondenza biunivoca ordinata colla 
classe dei punti equidistanti di uma retta (immagini di 
quelli), della quale un punto determinato corrisponde 4 
allo zero ed è l’origine di due semirette opposte, di 


cui una contiene le immagini dei numeri positivi, l’al- É 
tra quelle dei negativi. Talvolta la eorrispondenza è È 
posta fra la classe dei relativi e quella delle ascisse }, 


di quei punti, ed è quindi corrispondenza proporzionale 
implicante il concetto di misura; oppure è posta fra i È 
relativi ed altre grandezze dotate di doppio senso, come 
- gli stati di temperatura, i tempi, le variazioni di un 
capitale, ecc. implieando concetti di fisica, e di altre 
scienze. Stabilito il senso positivo, la somma di due 
relativi &, è, corrisponde al punto che diviene imma- 
zine di 2, qualora l’origine si sposti da zero all’im- 
magine di 4; però la dimostrazione delle proprietà for- <a 


Li — 


(1) Si veda sull’argomento l’articolo dell’Enriques, sui Numeri 5 


Reali, inserito nelle Questioni riguardanti le matematiche ele- i 

mentari, e l'art. di A. Narucci, nel Periodico di matematica, del si 
1° novembre 1913, 

Le 

la 
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mali della somma, così definita, richiede la considera- 
zione dei vari casi corrispondenti ai diversi segni, e 
generalmente si preferisce definirla mediante la sua 
regola pratica di formazione. 

Con questo metodo si può ancora dire, analogamente 
alla concezione degli interi assoluti, che gl'interi rela- 
tivi sono i concetti corrispondenti a determinati 0g- 
getti, mediante una speciale astrazione; e che la loro 
somma è il concetto corrispondente all'oggetto costruito 
sui precedenti con un dato procedimento geometrico 0 
fisico applicato successivamente ad essi. Questa veduta 
sintetica facilita la formazione del concetto di numero 
relativo nelle giovani menti, facendone apparire intuitive 
le prime proprietà. 

Col secondo metodo (degli operatori) (1), i simboli 
dei relativi non corrispondono necessariamente ad alcun 
ente sensibile, essi sono considerati come trasformatori 
aritmetiei in potenza; il segno che li precede deter- 
mina la specie addittiva o sottrattiva della trasforma- 
zione, che opereranno, in atto, sopra un numero asso- 
luto indeterminato, scelto però in modo conveniente, 
affinchè i risultati di essa siano in ogni caso arit- 
metici, 

La loro funzione operativa deve essere considerata 
come virtuale, presentando una certa analogia con 
quella degli spostamenti virtuali, considerati in mecca- 
nica, i quali debbono essere. compatibili colle connes- 
sioni del sistema; perchè le variazioni prodotte dai rela- 
tivi debbono essere compatibili colla possibilità della 
sottrazione aritmetica. 

L'esuaglianza fra due di essi viene constatata, quando 
i risultati delle trasformazioni, operate da essi sopra un 
medesimo numero assoluto, coincidono, indipendente- 
mente dalla scelta di questo, purchè conveniente; e la 


(1) V. G. Prano, Aritmetica generale ed algebra elem., p. 49. 
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loro somma è quel relativo, che condurrebbe allo stesso 
risultato, cui si giunge operando successivamente cogli 
addendi. Si prova poi che essa esiste sempre, è unica 
e gode delle altre proprietà caratteristiche del concetto 
di somma. 

Col terzo metodo (delle coppie) (1) i numeri relativi 
sono dati come coppie di numeri assoluti, i termini di 
ognuna delle quali hanno un ordine stabilito; e l’egua- 
glianza e la somma sono definite rispettivamente da 
una relazione e da una funzione dei termini delle cop- 
pie considerate; mentre la relazione di grandezza tra 
i termini di una stessa coppia determina la specie po- 
sitiva o negativa del relativo corrispondente. Per giu- 
stificare la scelta di quella relazione e di quella fun- 
zione, si prende in considerazione il caso in cui la fun- 
zione della coppia è la differenza aritmetica dei suoi 
termini, supponendo il secondo non maggiore del primo; 
così l’eguaglianza di due coppie assume la forma di 
una proporzione aritmetica o equidifferenza, Il prodotto 
di due relativi vien definito mediante una certa fun- 
zione dei termini delle loro coppie, analoga a quella 
che definisce il prodotto di due numeri complessi me- 
diante le loro parti reali ed i coefficienti delle loro 
parti immaginarie (come d'altronde vien suggerito dalla 
forma del prodotto di due differenze aritmetiche). 

Per analogia col metodo del prof. Padoa (2) che de- 

— finisee un razionale assoluto come la classe delle cop- 
pie degli interi proporzionali geometricamente (equi- 
multipli, equisummultipli,oequimultiplijdiequisummultipli) 
ai termini del razionale dato, si può dire che ogni ra- 
zionale relativo è definito dalla classe di coppie di ra- 
zionali assoluti proporzionali aritmetieamente (equidiffe- 
renti) ai termini del relativo; cosicchè l’antieo concetto 


(1) V. Encyclopedie des sciences mat., Tome I, vol. I, p. sd. 
(2) V. Bollettino di Mathesis, dicembre 1909, 
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dli proporzionalità aritmetica, cacciato dall'aritmetica, 
ricompare nell’algebra. 

Se si addottassero poi queste due definizioni simul- 
taneamente, i relativi diventano classi di coppie di 
classi di coppie; e pensando poi che gli irrazionali sono 
generalmente definiti mediante coppie di classi di ra- 
zionali relativi, ognuno vede a quale complicazione sì 
andrebbe incontro con tale metodo delle coppie, come 
fu già osservato dal prof. Burali Forti (1). 

Superato il primo punto delicato dell’introduzione del 
concetto di numero relativo, si incontra poco dopo 
un'altra difficoltà didattica per giustificare agli alunni 
la regola del prodotto; giacchè essi sono sorpresi s0- 
pra tutto dal risultato positivo del prodotto di due ne- 
gativi; e quegli autori, che non sì limitano ad esporre 
senz'altro la regola (giustificandola poi colla conserva- 
zione delle proprietà formali caratteristiche della mol- 
tiplicazione), usano tre metodi principali per dimostrarla. 

Col primo di essi, si parte dall’applicazione dei nu- 
meri relativi alla misura di tre grandezze suscettibili 
di doppio senso, come lunghezza, tempo, velocità, tali 
che fra l’una di esse e il prodotto delle altre due inter 
ceda una relazione, la cui interpretazione generale 
conduce alla regola cercata. 

Col secondo metodo, si definisee per prodotto di due 
relativi quel numero che deriva dal primo di essi colla 
stessa genesi, che produce il secondo partendo dall'unità 
positiva; e quindi se ne deducono le regole di for- 
mazione. 

Col terzo metodo, queste si dimostrano necessaria 
conseguenza della proprietà distributiva della moltipli- 
cazione rispetto all'addizione algebrica, ammessa a priori 
in un caso semplice, basandosi sul principio della con- 
servazione delle proprietà formali. 


(1) Bollettino di matematica, ann. VII, 1909, p. 239. 
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Data la grande importanza di questo principio, non 
solo come fonte di dimostrazioni (1), ma come mezzo 
didattico per richiamare utilmente nozioni dimenticate, 
crediamo che sia preferibile introdurre il prodotto col- 
l'ultimo metodo considerato, eliminando senz'altro il 
primo che non può avere carattere di prova generale 
pel ricorso a principi estranei all’algebra e spesso ancora 
ignorati dagli alunni. 

Tornando poi sull'esame dei metodi per l'introduzione 
del concetto di numero relativo, cominceremo ad eli- 
minare subito il terzo (metodo delle coppie), per quanto 
sia seducente per uno spirito matematico coltivato ; 
ritenendolo complicato pel concetto informatore e per 
le laboriose dimostrazioni che richiede; ed esamineremo 
gli altri due. Il primo (corrispondenza con enti intui- 
tivi) ha il vantaggio di riuscire piacevole e di consen- 
tire immediate applicazioni pratiche, e da chi non vuole 
far ricorso logico a nozioni estranee all’aritmetiea, 
potrà esser esposto a solo scopo illustrativo. Il secondo 
(metodo degli operatori) consente una trattazione lo- 
gicamente rigorosa e deve esser preferito; spingendone 
però l'applicazione non oltre la regola della somma di 
due addendi, dalla quale si potranno dedurre le pro- 
prietà seguenti in modo formale, senza ricorrere al si- 
gnificato primitivo. 


(1) Prano però non riconosce a questo principio alcun valore 
logico, masolo pratico (V. Bollettino di Mathesis, giugno 1910), 
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CONCLUSIONE 


Abbiamo esposto francamente quelle riflessioni, che 
ci furono suggerite da una lunga osservazione dei fatti 
della scuola secondaria, relativi all'insegnamento della 
matematica, 

Quindi potremmo parlare di esperienza, se non sa- 
pessimo che i fatti didattici, come tutti i fenomeni 
Spirituali, acquistano particolare valore attraverso il 
soggetto, che li osserva e li interpreta, cioè escono co- 
loriti da esso. 

Come due storici di mentalità diversa, ad esempio, 
l’uno cattolico, l’altro razionalista, discuteranno sempre 
sui fatti della storia del Cristianesimo, così due inse- 
gnanti difficilmente potranno accordarsi nell’interpretare 
ì medesimi fenomeni didattici. 

Quindi uno serittore di didattica non può presumere 
di aver colto la realtà nelle sne osservazioni, nello 
Stesso senso in cui potrebbe constatarla il fisico coi 
suoi apparecchi, e la sua cosidetta esperienza non sarà 
in fondo che la sua professione di fede scientifica, l’e- 
spressione dei suoi personali convincimenti, o piuttosto 
del suo particolar modo di sentire. 

In massima, abbiamo biasimato gran parte di quei 
riflessi delle nuove vedute eritiche, che tendono a pe- 
netrare nell'insegnamento secondario, le tendenze pu- 
riste ed isolatrici delle diverse teorie, le trattazioni es- 
senzialmente analitiche. 

Nelle discussioni sull’opportunità didattica di un me- 
todo nuovo di esposizione, viene di solito dai suoi 
sostenitori opposta ai loro avversari la pregiudiziale, 
che questi, appunto perchè contrari alla novità e ra- 
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dicati nel vecchio sistema, non possono mettere nel- 
l'esposizione del nuovo metodo quella fede e quella 
competenza, che esso richiede; e perciò l'insuccesso è 
dovuto, non a reali difficoltà intrinseche, ma a preeon- 
cetti e deficienze nella preparazione. A questa pregiu- 
diziale, non si può opporre che un’altra pregiudiziale: 
cioè ehe gli innovatori sono naturalmente indotti a giu- 
dicare benevolmente i risultati dei metodi prediletti, 
per un effetto di ottimismo, profondamente umano. 

Così la questione rimarrà sempre insoluta. 

Ciò non toglie l’utilità delle discussioni scolastiche 
e il valore delle osservazioni didattiche, qualunque esse 
siano, purchè sincere, cioè non influenzate da interessi, 
nè da imposizioni superiori, nè dal velo della propria 


presunzione. 
Qualunque seritto — a parte il suo pregio artistico 
o scientifico — in cui vibra l’anima d'un uomo onesto 


che pensa, costituisee sempre un documento d’umanità, 
che può essere utile ad altri; come tale noi presen- 
tiamo questo modesto studio, scritto nei brevi riposi 
della nostra professione. 

Perciò abbiamo cercato di esprimerci chiaramente. 
E speriamo che dalle nostre parole disadorne e povere 
traspiri limpidamente il nostro sentimento — che tra- 
scende ogni disquisizione di metodi e di eritiea — il 
grande amore, cioè, che ci lega alla Scuola e la fede 
inconcussa nel valore educativo della Matematica, 
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BIBLIOTECA PEDAGOGICA 


Nel faasio risveglio odierno dell'interesse nazionale per la pub- 
blica educazione non riuscirà discara né inopportuna l'iniziativa 
di dotare anche il nostro Paese (che, a differenza di tutte le mag- 
giori nazioni civili, ne è finora completamente privo) di una serie 
organica di monografie pedagogiche teorico-pratiche, tendenti a 
rendere sempre più salda la cultura generale e speciale, più fe- 
conda l'efficienza didattica professionale, più nitida l'intuizione 
dei problemi fondamentali della Pedagogia moderna in tutti quelli 
che sono chiamati ad occuparsi di educazione pubblica o privata, 
come insegnanti, Direttori, Ispettori, Medici, Amministratori di 
scuole elementari, popolari, professionali, normali. 

La Biblioteca pedagogica per la cui impostazione e svolgi- 
mento sarà mio Consigliere tecnico il professore &. DeLLa VALLE, 
della R. Università di Messina, Direttore della Rivista! pedago- 
gica fondata dall’on. Credaro, consterà di una cinquantina di vo- 
lumetti pubblicabili senza alcun prestabilito ordine di precedenza, 
ma rispondenti ad un piano organico preventivo, e collegati 
vicendevolmente da un saldo nesso interiore senza contradizioni 
e ripetizioni, in modo da formare complessivamente una specie 
di Enciclopedia pedagogica. 

Tutti gli argomenti delle singole monografie sono stati prescelti 
fra quelli che presentano un interesse pratico immediato; e sa- 


Li i ranno trattati con metodo rigorosamente scientifico e tecnico, senza 
"a divagazioni retoriche né polemiche inopportune, mirando ai fatti 

conereti, anziché alle opinioni personali subbiettive, Anziché le 
. ; solite dissertazioni erudite, compilate ad uso di concorso, presen- 


teremo agli Insegnanti d'Italia volumetti densi di idee, ricchi di 
fatti, ma agili di forma, scritti da persone particolarmente com. 
petenti nell’ambito speciale dell'argomento prescelto, e perciò pie- 
namente în grado di additare agli altri Ja via da seguire, 

A tale fine eviteremo, per quanto sarà possibile, nel testo del 
volume, l'apparato dotto, che spesso confonde lo sviluppo logico 
del pensiero. Tuttavia ogni monografia sarà corredata, alla fine, 
da un'opportuna appendice bibliografica, che gioverà ad orientare 
rapidamente i lettori intorav allo stato attuale delle discussioni 
relative agli argomenti trattati, additando così la via per prose- 
guire eventualmente nella ricerca personale: indicazioni tanto più 
necessarie inquantoché uno dei compiti principali della Biblioteca 
pedagogica consiste appunto nel suscitare l'operoso interessamento 
di Insegnanti ed Amministratori intorno a problemi educativi e 
didattici che non ancora hanno trovato nelle scuole italiane la 
loro adesuata effettuazione. 


Milano, aprile 1914. 
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